A vector-szamitas alkalmazasa az infinitesimalis
geometriara.

LELOSZO.

Hetven éve annak, hogy Hamilton* a quaternio-szdmitast és
Grassmann H.*¥ a pontszamitast bevezették, Azota ezen uj dga a
mennyiségtannak a vector-szamitdssa fejlédott és tomor jeleivel,
rovid levezetéseivel és egyszeri bizonyitasaival csakhamar kedvelt
vendége lett az elméleti természettan minden aganak és az elemi
és fels6bb geometridnak.

A kovetkezOkben a vectorokkal valo szdmitdsnak az infinitesi-
malis geometriara valo alkalmazasat probdlom bemutatni. A munka
elsé részében vazolom a vector-szamitds elemeit, a masodik rész-
ben pedig annak alkalmazasat a sikgOrbékre, térgdrbékre és
feliiletekre.
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I. RESZ.
A vectorokon végezhet6 milveletek.

1. Alapiogalmalk.

A térnek két tetszésszerinti O és A pontja kozott 1évéd véges
tavolsagot kétfélekép jarhatjuk be; vagy az O-bol kiindulva hala-
dunk az A4-ba, vagy ellenkezd iranyban az A-bol jutunk az O-ba.
Ha a tdvolsdg nagysaga mellett az iranyt is jelezziik,
melyben haladnunk kell, vecfor-mennyiséget kapunk. Az A
olyan mennyiséget ellenben, melynek irdnya nines, csak
nagysiga, scalaris mennyiségnek nevezziik. A vector
nagysagat kifejezi a tdvolsdg hosszusaga. Iranyat a rajz-
ban a tavolsdgra alkalmazott nyillal szokas jelezni;
trasban pedig egymds mellé irjuk azon O pontot, mely-
b6l a vector kiindul és az A-t, mely felé halad és f6l6t-
tilk kis vonalkdt huzunk; a rajzolt vector jele tehat 1. abra.
0OA. Az O pontot a vector kezddpontjdnak, az A
pontot wvégpontjgnak mondjuk. A vectort jeldljik még vonas-
kaval ellatott kis latin betiivel is, pl. OA vectort jeldlhetjiik @-val.
Ha az OA tavolsigot ellenkezé iranyban teszszilk meg, kapjuk az
ellenkezd irdnyd A0 vectort, melyet még — & vagy — OA sym-
bolummal is jelziink. Ha valamely vector kezddpontja és végpontja
egybeesik, akkor nullavectornak mondjuk és 0-al jeldljik.

A vectort teljesen meghatarozhatjuk, ha megadjuk a kezdé-
pontjat, iranyat és nagysdgit és ez esetben a vectort radius-
vectornak mondjuk. Ha ellenben a vectornak irdnya és nagysaga
van adva, kezd6pontja azonban hatarozatlan, akkor szabad vec-
tornak nevezzilkk. A szabad vectorokat tehat a térben Onmagukkal
parhuzamosan eltolhatjuk, vagy mondhatjuk, hogy két oly szabad
vector, mely irdnyban és nagysighan megegyezik, de kezd&pontjuk
nem esik egybe, egyenlé. Az oly vectort, mely a tér egy egyenesén
mozoghat csak, kotiti-vectornak nevezzilkk. A vector nagysagat absolut
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értékének is mondjuk és rendesen ugyanazon betiivel jelezziik, mint
a vectort, csak vonds nélkil. Igy az a absolut értéke |a|=a.
Az oly vectort, melynek absolut értéke 1, egységuvectornak mondjuk
és ez jelenti a vectornak elvont iranyat. Barmely vectort ugy
foghatunk fel, mint absolut értékének és az egységnyi vectornak
szorzatit. Ha a absolut értéke a és az irdnyat jelzd egységnyi
vector g akkor B
a=a &

A vector jeldlését az eddigitél kissé eltérleg mas alak-
ban is megallapithatjuk. Ha ugyanis az O pontbél kiindulva az
a vectorral egyenld iranyu és nagysdgu uton haladva az A pontba
jutunk, mintegy magatol adodik az

0‘{"(_;:44.

egyenloség értelme, mely szerint az adott O pontnak és @ vector-
nak Osszege jelenti az a végpontjat, ha az adott O a kezdépont.
Ezen egyenldséget a mennyiségtan kozonséges szabdalyai szerint
kezelve

a=A4—0
egyenlOségre jutunk, mely mutatja, hogy a vectort a végpontjanak
és kezdépontjanak kiilonbségével is definialhatjuk.

A kovetkezOkben a vectorokat egy jobbsodrasu derékszogi
coordinatarendszerre fogjuk vonat-
koztatni. Mivel a szabad vector
onmagdval parhuzamosan eltolhato,
vigyiik az akezddpontjat az origoba.
Az origobél kiindulo @ vectort meg-

Y hatarozza az absolut értéke o és
iranya, melyet a tengelyekre vonat-
kozé harom iranycosinusaval &, &,
&;-al adhatunk meg, melyek kozott

9 sbra. az &'+ &2+ &2 =1 Osszefiiggés
all fenn.

A vectort meghatdrozhatjuk még a hdrom tengelyre vonat-
koztatott vetiiletével is. PL ha az a vector vetiiletei a tengelyekre
a,, 0, s, akkor ezek egyértelmiileg meghatdrozzak az a vectort.
Ha a tengelyeket jelzd egységnyi vectorokat g, &, & betikkel
jeloljiik, akkor

Gy =, §, Q=0 &, 03=03 &
vagy a, = at g, a4, = ak &, ;= af;&,
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2. Vectorok osszeadasa és kivonasa.

Ha az @ vector végpontjaboél kiindulva a b vectort irdny és
nagysdg szerint lemérjik és az a kezd&pontjabdl a b végpontjaig
egyenes irdnyban haladva a & vec-

tort nyerjilk, akkor a ¢t az @ és b U - S B
Osszegének mondjuk és ’

_ b-nr
c=a-+"b / 4
egyenldséggel jeloljiik. Még vildgosabb  0“ @ A
az Osszeadds fogalma, ha a vectoro- 3. dbra,
kat pontok kiilonbségével fejezziik ki. Ha ugyanis
a=A4A—0,
b=DB—A4
és ¢=B— 0,
akkor elobbi egyenléségiink alakja lesz
B—0O0=(A—0)+(B—A4).

A b kivonasan értjiik a b-vel ellenkezé iranyd — b hozzaadasat

d=a—>.

Tébb vector Osszeaddsa ugy torténik, hogy eldszér Ossze-
adunk két vectort, azutin az Gsszeghez
hozzaadjuk a harmadikat és igy tovabb,
végiil az elsé kezdGpontjat és az utols6é vég-
pontjat dsszekotjiik egyenessel és az igy ke-
letkezett vector az adott vectorok Osszege.
Ezek alapjan a derékszdgl coordindtarendszer
esetében irhato 4. 4bra,

a=d+t+ ;=05 + a5+ a; &,
vagyis minden vector az OsszetevOinek Osszegével egyenld.
Az Osszeadds commutativ mivelet, vagyis
a-+b=>04a,
aminek helyességér6l a 3. abra alapjan konnyd meggy6zddni.
Tovabba associativ miivelet, vagyis
i+b+e=(a+b+e=a+(b+a),
amirdl szintén koénnyd meghbizonyosodni.

Az Osszeadas fogalmabol kovetkezik, ha az @ vectort m-szer

vesszilk Osszeadanddul, hol m positiv egész szam, akkor oly b
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vectort kapunk, melynek irdnya megegyezik a irdnyaval, de nagysaga
m-szer akkora, ezen vectort

b=ma-
val jelolhetjik. Ha m pozitiv tért, a b szintén jelentsen az a-val
egyiranyu vectort, melynek absolut értéke m a. Ha m negativ szdm,
ezenfelil még az a irdnyat is ellenkezdére kell valtoztatni, hogy
b = m a-t kapjuk.

Ha az a egységnyi vector, akkor

15] = m
és fontebbi egyenléségiink szerint minden veetor az irdnyat jelzo
egységnyi vectornak és absolut értékének szorzataval egyenld.

3. Vector-egyenletek.

A vectorok Osszeaddsa és a vectornak scalarissal valé szor-
zasa mdr boséges anyagot nyujt az alkalmazasra.*

Ha adva az O pont és egy a vector, akkor valtozo x mellett

P=0O+4za.............. (1)
egvenlet jelenti mindazon pontokat, melyek az O-bol kiinduld és
az @ vectorral parhuzamos egyenesen fekiisznek. Az (1)-et azért
az egyenes egyenletének is nevezzilk. Hasonlé meggondolassal a
P=0+b+2a ......... (2)

olyan az a-val parhuzamos egyenes egyenlete, mely a b végpontjan
halad at. Az (1) és (2) helyett irhatjuk még

FT=20 o iie i (1)
6s F=b4 X ... (2)

ha P—O0=r.
Az r=xa-t+yb ... ... ... (3)

egyenlettel adott vector pedig képviseli mindazon pontokat, melyek
az @ és b meghatirozta sikban fekiisznek, a (3) tehat ezen stk
eqyenlete. Az _ _ -
r=¢t+axatyb

pedig a ¢ vector végpontjan atmend és az a és b vectorokkal par-
huzamos siknak egyvenlete. Végiil az

?=xft—{—y5+zé

* Tait-Scherff: ElementaresHandbuch der Quaternionen. Teubner. 1880.p.10.
Graefe Fr. : Vorlesungen iiber die Theorie der Quaternionen. Teubner. 1883. p. 15.
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vector, ha a, b és é nem parhuzamosak egy és ugyanazon sikkal,
jelentheti a tér minden pontjat.
Az elézok alapjan felirhatjuk az @ és b radiusvectorok vég-
pontjan atmené egyenes egyenletét, mely a kovetkezd lesz:
Fea+a(b—a),
vagy 7—‘—|—($——1) a—xb=20,
ebbol altalanosan '
rF4yatz0=0
esetében, ha x4+ y 4+ # =0 indenticusan eltiinik, a harom 7, a, N
vector végpontja egy egyenesben fekszik.
Hasonlé modon az @, §, é radiusvectorok végpontjaval meg-
hatarozott sik egyenlete
F=a+z(b-a)+y (6—a),
vagy r(x+y—1Da—ab—yc—0
és ebbdl kapjuk, ha az
m?‘—l—yd—}—z@—{—u é=20
és  + y 4 2 -+ « = O identicusan eltiinik, az egyenlet négy vectordanak
végpontja egy sikban fekszik.

4. Vectorok scalaris szorzasa.

Az @ és b vector scalaris szorzatdn értjiik a két vector absolut
értélének és a kozottik lévs (a b) szig
cosinusdanak szorzatdt, A scalaris szorza- E //

tot (@ b)-vel, vagy egyszeriibben @ f-vel
jeloljiik, tehdt ~

ab=ab cos (abh)=ab cos x

A vectorok scalaris szorzata tehat 5. 4bra.
scalaris mennyiség. Ha ezen szorzatot

ab=a (b cos @)=10 (a cos a)
alakjaban nézzitk, mondhatjuk, hogy az @ és b vectorok scalaris
szorzatat megkapjuk, ha egyiket, pl. a-t vetitjiik a masikra, b-re és
ezen vetiilet absolut értékét megszorozzuk a masiknak, b-nek absolut
értékével. A meghatirozasbol kitlnik, hogy
i — b,

vagyis a vectorok scalaris szorzdsa commutativ mtvelet.

A szorzat meghatarozasabol kovetkezik, hogy

m (ab) = (ma, b) = (@, mb),

ha m scalaris mennyiség, vagyis scalaris szorzatot scalaris mennyi-

/

N
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séggel ugy szorozhatunk, hogy egyik tényezdjét szorozzuk, a masikat
valtozatlanul hagyjuk.

Ha a két vector egymdsra meréleges, vagy legalabb az egyik
nullavector, akkor scalaris szorzatuk eltiinik és forditva, ha két
vector scalaris szorzata eltiinik, akkor vagy merdleges egymasra a
két vector, vagy legaldbb az egyik nullavector. Ha a vectort dnmagdval
szorozzuk meg, mivel a bezirt szodg 0, kapjuk

(@ a)y = a® = a?,
vagyis a vector scalaris négyzete eqyenld absolut értékének négyzetével.

Ha az @ vectorta b - é —
= d ©sszeggel szorozzuk sca-
larisan, mivel d¢-nek az @-ra valo
vetiilete egyenls a b és & vetii-
leteinek Osszegével, azért

(@, b+ ¢) = (ab) + (ae),
6. 4bra. tehat a scalaris. s-zorzatra all
a szorzas assoclatlv tdrvénye,
vagyis itt érvényes a tObbtagi algebrai kifejezések szorzdsanak
szabalva.

Az elézd egyenlSségb6l konnyen lehozhato az (o, b—¢) =
= (ab) — (aé) egyenldség.

A derékszogli coordindtarendszernél ezek alapjan allanak a
kovetkezd egyenldségek:

N

g2=15§"=1, g2 =
és 5 5=0,55=0,§&5=0.
Ezen egyenldségeket szem el6tt tartva kapjuk a componensekre
bontott vectorok esetében

ab=(0&+ae+asb &b &+ by 8) =a, b+ a, b, + a, by
és igy @ =a®= a,> 4 a,® 4 a,%,
vagyis az @ =a, § + a, §, -} ¢; & abgolut értéke

Eal = V“lz + a,” 4 a?

5. Vectorszorzat.

(6t @ és b wectornak vectorszorzatdm értjiik azon ¢ vectort,
melynek absolut értéke absin(ab) és irdnya az a, b vectorok sik-
jdra merdleges és (@, b, & jobbsodrdsii rendszernek felel mey.
Ha ezen vectorszorzatot [db]-vel jelsljiik, akkor

i —ab] =z ab sin (aD),
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hol 8 a ¢ vector egységnyi vectora.
A évector absolut értéke pedig ab sin (ab),
a mi az @ és b vectorbol alakitott paral-
lelogrammdnak teriilete.

A meghatdrozas szerint, mivel 7. P

sin (ba) = — sin (ab), %

[6a] ——[ad], T
tehat vectorszorzasndl nem érvényes a 7. bra.
commutativ torvény. Ellenben a vector-
szorzatoknal is igaz a scalaris mennyiséggel vald szorzasnak azon
szabdlya, mit az el6z6 pontban kimondtunk, vagyis

ml|abl=[ma 0] =[a mi],

ha m scalaris. Ha a két vector egyirdnyd vagy egyik nullavector,
akkor [@ 0] =0 és viszont, ha két vector vectorszorzata -eltinik,
akkor a két vector vagy parhuzamos, vagy legaldbb az egyik nulla-
vector. Ha az @ vectort énmagaval szorozzuk, mivel a kdzbeesd
sz0g 0, tehat

<

[aa] =0.
Hasonlokép a jobbsodrasu derékszogii coordinatarendszeriink-
ben dllanak ezen egyenlOségek:

[EIEI]=0a [5252]=0, [5353120, i

tovabba T ’
lagl=5 la&]l=q, (] -,
la]=—sz, [58]=—:.
[z 5] =—53.

A szorzas associativ torvénve itt is all 8. abra.

Ha ugyanis 4 &= d, akkor,
mint az abrabdl lathato,
d sin (a d) =
=b sin (ab) -+ ¢ sin (@ ¢)
és ad sin (a d)=
= ab sin (@ b) + ac sin (@¢)

il

és igy egyuttal

[a, 0+e]=[an]+[acl.

Latjuk tehat, hogy itt is all a tobbtagiak szorzasanak szabalya.

9. abra.

A pannonhalmi féapéts. f8isk. évkonyve. 26
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A componenseire bhontott vectorok esetében ez alapon kapjuk
[a31=[“1 §+asta & b §1+b2€2+b353]=
:(“2 by —a, bz) é1'*‘(‘1:4 b, —a Z)a) _5_2‘*‘(‘11 b, — a, bx) g =
E & &
=l A

by b, b

6. Nevezetesebb szorzatalakok.

Az el6z6 két pont alapjan bebizonvitunk néhdny fontos
szorzatalakot, melyre a kés6bbiekben tobbszér fogunk hivatkozni.

1. Vizsgiljuk eldszor az a [b¢] szorzatot. Az egy pontbol
kiindul6 @, b és é vector egy parallelepipedont hatdroz meg, mely-
nek élei az @, b és & vectorok. Ezen parallelepipedon egyik oldald-
nak teriiletét [) ] absolut értéke adja, a parallelepipedon ezen
oldalhoz tartozo6 magassagit pedig az a-nak [b é]-re valo vetiilete,
mert [0 ] merdleges a felvett oldallapra. Az @ [b ¢] szorzat tehat
az adott parallelepipedon kobtartalmat szolgdltatja. A harom vectort
kifejezve derékszOgli componensekkel

albe]l=a{(byes—bse) 5+ (byey—by )5+ (byc,—bye) & § —
=a, (by e;—b; ¢)) +a, (b; e, —0b, ¢;) + a3 (b, ¢;— b, ¢) =

Ay Gy Qg

—| b by by | =0 [ed]=c[ab] ... (L)

¢y Gy €y

Ezen fontos formulat a kovetkezdkben térfogat-szabdlynak fogjuk
nevezni.

Levezetéstinkb6l kovetkezik az

alabl=albal==blaa =0
egyenldség. Ennek felhaszndlasival, ha a= B0+ C¢ vagyis
parhuzamos a & és ¢ meghatirozta sikkal, akkor
albel=Bbbel+Celbe =0,

tehat az @ [b ¢] szorzat eltiinik, ha a harom adott vector ugyan-
azon sikkal parhuzamos.

2. Az [c? (b (?]] vector esetében legyen [b¢é] = d, vagy rész-
letesen 7

dy =10, ¢—by ¢,, dy=0; c,—b, ¢, dy=0; e,— b, ¢,

Az [ZL [bé] J = [ad] vector x-componense tehat
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(@, dy—ay d,) &= (a, ¢, + a3 ¢5) by & — (a4, b+ a3 bs) ¢ & =
=( e+ 456 b & —(a by +ay b+ a5 b)) ¢ &,

vagy maskép

(@, dy—a; dy) &§=(ac) b §—(ab) ¢ &,
hasonloképen .

(@5 dy—ay dy) &, =(ac) b, 5 —(a I_)) €, &,

(@ dy—a, d)) &=(a¢) b; &— (@ b) ¢; &.

E harom képlet Osszefoglalasabol adodik

lapd]=@a v—@wv e ........ @)

melyet Heun utan* a vectorok szétbontdsi szabdlydnak vagy formu-
lajanak neveziink.
Ezen képletbdl kdonnyen kihozhato az

[alat] |=—] alba) | =@h) a—@a) b
egyenléség, tovabba ezen Osszefiiggés
[a e |+]blea ] +]el@n |-—o.

3. A térfogat- szabaly és szétbontasi szabdly segitségével konnyt
kiszamitani az [a b] [é d] szorzatot. Ha ugyanis [a 0] = e, akkor
a térfogat-szabdly szerint

eled|—eldel —e|alad))-
Alkalmazva a szétbontdsi szabalyt
|d(ad]| =(dh) a—@a)
egyenldségre jutunk. Ezt helyettesitve kapjuk

[@d] [ed)=(az) bd)—(@ad) ba ..... (I1L)
Ezen azonossdghol nagyon egyszertien kovetkezik az
[@b2=a% 0 —(ab?®......... (Iv.)
egyenloség.
Ha az

[@e) bd)=@@b) (d)—(@d (e
egyenldséghdl kivonjuk az
@dl bel=@h (ed)—@o (a
egyenlOséget, az
[ae][bd] —[ad) (bl = (ac) (bd)—(ad) be)=a
azonossagra jutunk.

blled] (V.)

*K. Heun: Lehrbuch der Mechanik, 1. Teil. Kinematik. Leipzig, 1906.
p. 21—22.
26*
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4. Az [[ﬁB] (e c_l]] vectorszorzatot a szétbontdsi szabaly
segitségével szamithatjuk ki. Legyen e czélbdl [a b] = e, a keresett
szorzat tehat ]

[eledl]=Ga e—Go) 4
vagy helyettesitve
[1ad] (edl] =(lab) d) e—((ad] a) d. (VL)

Ebbél ismét konnyen kovetkezik az

[ [a@d] a,c]] ~—[ (@b] ['Ez]] (Ec [1_16]) a
és [[ad) (pel]=—][lad] | ebl|=—(albe)) b
egyenloség.
5. Veégiil a szétbontasi szabalybdl kozvetleniil folyik az

a|b led]]=(@e) Gd)—(@e) (@d)=[ab] [ed] (VIL)
identitas.

7. Vectorok differentialasa scalaris szerint.

Ha az @ vector egy vagy tobb (u, »...) scalaris mennyiség
valtozasatol figg, akkor azt mondjuk, hogy az a fiiggvénye ezen
(i, v...) valtozoknak. Egyszertiség kedvéért vegyiik fel, hogy az
a figgvénye a scalaris w-nak. Ez esetben, ha az « valtozik
A wu-val, az @ is valtozik a A & vectorral ¢és ezen valtozds

Na=1a (u+ DNu)y—a (u);

ha osztjuk ezen kifejezést a fiiggetlen valtozd valtozasaval, a
Na_amw+ Du—a (v
JANEY Ny

kiillénbségi hinyadost kapjuk. Ha ezen kifejezésnek lim A w =0

esetében van hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az @ (u) vector
az w szerint differentidlhatd és a limest az @ (u) vector u szerint

. . la . .
vett differentidlhanyadosanak nevezzik és ;Ta vagy @ jellel irjuk.
22

Ha ezen vector ujbol differentialhatod, kapjuk a” (o), @ (2)... a™ (u)
gasabbrendii differentidlhdnyadosokat.

Ha két vectornak scalaris vagy vectorszorzatdban az egvik
vagy mindkét tényez0 az w valtozonak fiiggvénye, akkor ezen
valtozé szerint differentialhatjuk a szorzatot. Legyen példdul az
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(@ D) szorzatban az @ és b az w-nak fiiggvénye, akkor a kdzdnséges
szabalyok szerint eljarva a szorzat kiilonbségi hanyadosa
@+ ALab+A0—@b (a+ALab+ Ab)—(@@b+ Ab)
Nu Au o
(@, b+ NDb)— (@ b)_(M = ~) (_ AB)
+ N o Au’b+Al) - LN A

ebbdl atmenve a limesre, kapjuk a szorzat differential-hanyadosat

=)+ @ )

vagyis tagonként differentidlhatunk. Hasonlékép vectorszorzat

esetében
d [ab] da - _dab
duw  Ldu b]+[“ EZ]
Ha az a egységnyi vector, az esetben
(@) =1.
Ha differentialjuk ezen kifejezést, kapjuk a
2(xda)y=0

Ssszefiiggést, mely szerint  egységnyt vector wvdltozdsa mindig
merdleges a vectorra.
Ha az & vectort mint absolut értékének és egységnyi vectora-
nak szorzatat allitjuk eld,
a=ao
és igy differentialjuk, kapjuk
da=oad atada

L R . _a .
ha ezen kifejezés mindkét oldalat szorozzuk a:a-val, tekintettel
o da=10 osszefliggésre

ada—="2"_ 4,
a

tehat az a absolut értékének, a-nak differentidléjat megkapjuk, ha

vectoraval.

8. Az iranyvaltoztatias muvelete.

Ha egy adott sikra merdleges egységnyi vector & és @ ezen
sikban fekvs tetszésszerinti vector, akkor tudjuk, hogy az [&a]
vector szintén az adott sikban fekszik és absolut értéke megegyezik
az @ absolut értékével, az a-val, iranya pedig merdleges az a-ra
és az § @, [ a] vectorokbol allo triéder jobbsodrasa derékszogi
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coordinata-rendszernek felel meg. Ha az adott sikot azon oldalrol
nézzik, mely felé az g irdanya halad, azt latjuk, hogy az [g @] ugy
keletkezik az a-bol, ha az a-t az 6ramutato jarasaval ellentétben
> szoggel elforgatjuk. Nevezzitk ezen 6ramutaté mozgasaval ellen-
kezd forgast positivnak. Ezen derék-
szdgl elforgatdst jelzd6 operatort
ta jeldljiik 1-vel is, tehat
[fal=1a.
Ha az igy nyert vectoron
- ismét elvégezziik ezen forgatast,

a
kapjuk
< |eal| =iia=ia=—gq
tovabbd
10. 4bra. [, —a]=1ia=—1a,
5, —ta]=1i'a=a
stb.

Ha az a vectort positiv irdnyban & szbggel forgatjuk el, mint
konnyid atlatni, a keletkezett vector

@ cos ¢+ [ea)sin ¥ =a cos ¥4 7a sin &
lesz, vagy az a kiemelésével symbolikus alakban
@ cos ¥ + [ @] sin & = (cos ¥ + ¢ sin ¥) a — ez

Az & operator tehdt a sik barmely vectorat positiv irdnyban
¥ szoggel elforgatja.

Ezen operator magdban foglalja az el6bbit, ugyanis ha
¥ =7, kapjuk

.
_ - 1o — .
[ea]=eza='ea,
ha ¥ =,
in - _
—ad=e¢" 0=—a;
,& T
ha =37,
<3
= - .
-[ea]=e2“a=——za.

Ezen operator tovabba a kitevos fiiggvényen elvégezhetd miveletek
szabdalyainak is megfelel, Ha ugyanis a vectort elbb ¥ sz6gnyire,azutan
¢ szognyire forgatjuk, ugvanazon eredményre kell jutnunk, mint
ha (¥ + ) szognyi iranyvaltozast végziink, vagyis

e (ei% a) = FET g,
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Valoban a két forgatast egymdsutan végezve kapjuk
{Ezcos&+ [Ea] sin f’r}cosq) + |§, @ cosVd -+ [ga] sin &] sin ¢
= @ (cos ¥ cos Y —sin ¥ sin ) + [ga ] (sin ¥ cos 4 cos ¥ sin §)
=a cos (V4 )+ [ga] sin (¢ + ).
Koénnyt belatni, hogy az e operator a vectornak negativ irany-
ban torténd ¥ szognyi elforgatasat jelenti.

Ha az elforgatison kivill a vector absolut értékét p-szor
akkordanak vessziik, kapjuk a kdnnyen érthetd p ¥ operatort, amely
azt jelenti, hogy a vectort & szbggel el kell forgatni és absolut
értékét g-szor nagyobbitani.

Ha az a vectoron elvégezziik ezen operatort, kapjuk az 1j

i=pei&&=p&cos&+p[§é]sin{}

vectort. Ezen vectort is a differentialas kozonséges szabalyai szerint
kezelhetjiik. PIL

%:—p&sin&—{—p[édlcosﬁ-:
—p[2a) cos ¥+ p|z[za]|sin® =
= pi@cost 4 prid sin-ﬂ=pei&i&.
Ha az F—pea

vectorban az a és g allandd és ¥ valtozo, akkor 7 jelent oly kort,
melynek sugara ga, ha pedig csak a g valtozo, egy az a iranyahoz
v szoggel hajlo egyenest ad.

Az r=p¥ea
a ¥ valtozdsaval Archimédes-féle spiralist ir le.

A cyclois egyenlete

¥=av§ + a"ez—ae—wé2

ha a mozg6d kér sugara a.

Az irdnyvaltoztatds miiveletét szétbontva irhatjuk még:

r=a( 4+ sin¥) g + a (1 —cos V)&,

9. A nabla-muvelet.

A vectorszorzatnal lattuk, hogy az [@ 6] szorzat absolut értéke
az @ és b vectok altal bezart parallelogramma teriilete volt, irdanya
pedig erre meréleges. Mondhatjuk tehat, hogy az [@ 6] vector ezen,
teriilet vectora. Igy barmely sikfeliilethez rendelhetiink egy vectort,
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mely nagysagdban a teriiletet adja, irdnya pedig red merdleges.
A gbrbe felilethez a kovetkez6kép rendelhetiink feliileti vectort:
A feliiletet felosztjuk elemi részekre, melyeket sikfeliiletnek tekint-
hetiink; ha egy ily sikfelillet nagysaga df, akkor az erre meréleges
df nagysigi df vector ezen feliillet elemi vectora, ezek osszessége

[af=4

szintén vectort ad, a felilethez tartozd wvectort. Zart feliletnél az
egyes elemi vectorok irdnya mindig a normalis irdnyaban kifelé
hat. Ez esetben ezen feliilethez tartoz6 vector eltiinik. Ha ugyanis
mindegyik elemi vectort megszorozzuk az dllandé irdnyu « egy-
ségnyi vectorral, kapjuk

a mi nem mas, mint a felillet elemi teriileteinek vetiilete oly sikra,
mely az @ irdnyara merdleges. Ez esetben minden résznek meg-
felel egy ellenkezd el6jeld vetiilet és ezek Osszege valoban eltiinik.

Ezekutan megallapithatjuk a 7 symbolummal jellt nabla-
miiveletet. A V-4t alkalmazzuk mint vectort és szorozhatunk vele
scalaris és vector-mennvyiséget is. Ha a tér bizonyos tartomanyaban
értelmezve van a ¢ scalaris vagy az a vector-mennyiség, mint
azon tartomdny pontjainak fliggvénye, akkor a tér azon tartomanya-
nak bizonyos pontjdban a ¢ vagy @ mennyiség \/-at a kovetkezs-
kép kapjuk meg.* Az adott pont koriil egy elemi dv kobtartalmat
irunk ; ezen kobtartalom F' feliiletéhez tartozo elemi feliileti vectoro-
kat megszorozzuk a ¢-nek vagy a-nak a megfelelé értékével, ezeket
Osszegezzilk, ezen Osszeget osztjuk dv-vel és keressitk ezen tortnek
értékét lim dv = 0 mellett. Képletben

- if ¢
_ lim fF(
V= g0 do e @)
. df a
- = _  lim fF
Vb= g de e 3)
, [olara)
[v aJ == d?}lr__no —d’l,——— ............ (4)

Mint ldtjuk, ezen mennyiségek kozil az elsé és harmadik

*W. v. Ignatowsky : Die Vektoranalysis und ihre Anwendung. Teubner. 1.
1509, p. 16.
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vector, a kozépsé scalaris mennyiség. Ezen mennyiségeket sorban
jeloljik még grade, diva és rota svmbolumokkal is.
Keressiik meg ezen miiveletek értékét derékszogli coordinata-
rendszer esetében és
pedig a rendszer kezd6-
pontjara vonatkozolag. C ,
E czélbol veégyink a . A
coordindta-rendszer
kezddpontjabol  kiin- '
dulva a tengelyek ira- B 0’

z

nydban ,,jé -------- B——>—y
04 = dx, A /

OB=dy és OC=dz o

darabokat,ezekbol meg- e

alkotvaa kivant térfoga- / A C'

tot, egy dv =dz dy dz x

kébtartalmuderékszogi 11. 4bra.

hatlapot kapunk. Vizs-

gdljuk most a df ¢ kifejezést a feliilet mentén. Az egyes oldallapo-
kon a ¢ értékét a felillet kicsisége miatt allandonak vehetjiik. Ha
az O pontban fiiggvényiinknek ¢ az értéke, akkor O BA’C, 0 AB' C
és OB (' A oldallapokon is ¢, mig

’ 4 I_" aCP
A C' O B-6n cp—l—a—xdx,
. de
’ ’ "_ 1. 77 y
BA' O C’'-bn cp,aydy,

POy T @_
CA' O B-6n cp—l—azdz.

A df ¢ értéke tehat az O B A’ C oldallapon
_ dy dZ CP —éh
az atellenes A C' O' B’ oldallapon

d
dy dz (¢ + % dx) &,

E ketté Osszege

Hasonlékép az vy tengelyre merdleges oldallapoknal a megfeleld
Osszeg

P _
;EI/'E,ZCZU

és végiil a z tengelyre merdleges oldallapoknal
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Ezek 6sszeadasabél

< d d d
de:;: (a—i% “P-Z+ “Psa) .

8 d
Es igy gradcp— 1+3:f —{———(’oég... ...... ()

A scalaris ¢ mennyiség gradiense tehdt oly vector, melynek
derékszoglii componensei

d 79 IP d 79,
ax J’ dz

vagyis a tengelyek szerint vett differentidlhanyadosok. Ha a gradiens
iranycosinusait «,, a, o-al jeldljiik,

1= 9.’E 4’1

dp 1

S dy A

_de 1,

gz A

L

A gradiensnek egy tetszésszerinti &, &,, &; iranycosinusokkal biro

E=&151+E.2§z+§3§3

vectorra valo vetﬁlete
d
(G rrrad:p)-—E + EZ CP+ 53 A(&l & +52a2 -+ 53053)
. dp¥*
—Acos;=5—§ ce L (BY)

03 =

Ebbél latjuk, hogy a gradiensnek barmely iranyban vett vetiilete
egyenld azon iranyban vett differentialhanyadosaval. Es értéke akkor

legnagyobb, ha € =0, vagyis sajat 1ranyaban mig &= § esetében
(G grad¢) = 0.
Az (5,) alakot mas alakban is 1rhat3uk
(ds grad ¢) = de,
hol a jobb oldalon d¢ jelenti a ¢-nek o irdnyban vett valtozasat.
Ha a ¢ tobb fiiggetlen valtozonak %, v, w .. .-nek fliggvénye, akkor

* E. Cesaro—G. Kowalewski: Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis. Teubner. 1904. p. 509—510.
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_— _J9 g
(do grddtp)—a”clu—}-a vdz +...

hol du = (ds grad ),
dv == (do grad v);
és igy
(do grad @) = dop = A(dG grad ) -+ CP(olcs grad v) +..
és ebbdl a
grad g = — trrad o + grad v

Ha ¢ a derékszdgli coordinatiknak z, ¥, #-nek fiiggvénye,
mivel grad z =%, grad y =&, grad z—=¢§; kapjuk ismét

_ L dp_ a -
grad@——cpsl ?2 CP 3

A div @ szamitdsanal, ha ¢ =a, & - 0,8 + 4575,
akkor az OB A’ C oldallapon a df @ értéke
—a, dy dz,

az atellenes oldallapon
a, dy dz + ldx dy de

és igy e két oldallapon az Osszeg

d a,
axT

dv.

Hasonlokép kiszamitva a tobbi oldallapokra kapjuk:

_]_aaz 9

d a,
Sy TS (6)

div (,_L—

A rot @ szamitasa végett az OB A’ C oldallapon [df @] értéke
[—& dy dz, &, & + a,& + a,8)
=— (0,8 —a;5) dy de,
az atellenes oldallapon

da _ da _
= {(a2 - a—;dx) g — (a,3 = Zx—:’da:) ez}dy dz.
Ezen két mennviség Osszege '

aa, _ aa3_>
I 90 o
(ax LR A

Hasonlokép kiszamitva a tobbi oldallapra
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da day _
( .?'1 lg)dv

Yy ay

€s
aay _ 9@2_) X
(azez EP .

Ezek Osszegét osztva duv-vel, kapjuk

_ I aa, aa aa aa aa
¢ =(_a___2)— (71_4)~ (_._2__1)~ B
rob gy dz) + dz Jdzx E Jx  ayl) 2 @

Ha a scalaris vagy vector-mennyiség, melyen a nabla-miiveletet
elvégezziik, dllandd, akkor eredményil 0-at kapunk. Ez esetben
ugyanis a (2), (8) és (4) kifejezés jobb oldalan a ¢ illetleg @
mennyiséget az egész kifejezés elé vihetjiik és a megmaradt feliileti
integral zart feliiletnél eltiinik.

A nabla-mtivelettel Gsszefiiggésben bevezetjik az

Jx
operatort,* melyet alkalmazhatunk scalaris és vector-mennyiségre,
tehat

d d d
(a<7)=a, - +C‘2@+a2£

_ d9 ZA) a9

(a v)@~al—+a2—? e (8)
. N ab ab
és (a<7)b= + a, )—{—a3a—;- ........... 9

Ezen kifejezéseknek mas alakot adhatunk, ha ugyanis az
a vector iranycosinusai g, &, &, absolut értéke pedig a, akkor

oy =ak, =0, a,=ak,

Ezen értékek helyettesitésével a (8) és (9)-b6l kapjuk

— d d d d
(A7) =a (&—‘P +§2i’ +EK£) —afE L ®)
_ ab :? E) o dab
p (CtV)b a (&1 +Ez a'—z‘ = aa—“v PN (91>
hol Zi—z és g &9 illetéleg a b mennyiségeknek az @ vector

iranyaban vett differentialhanyadosai.**

4

* A coordinatarendszerto! figgetlen és az el6z0kkel egyértelmt beveze-
tését 1. Ignatowsky i. m. p. 21—22,

** E. Cesaro—G. Kowalewski: Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis ... Teubner. 1904. p. 509—510.
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Ha az a = a egységnyi vector, a (8;) és (9,)-b6l kapjuk

ag 3
(2 <7) P= gy e (8,)
- = db
(&7) b= T e (9,)

A derékszogl coordinatik esetében nyert grad =z =7% és
grad y = %, segitségével Osszefiiggést allapithatunk meg a polarcoor-
dinatakban szereplé p és ¥ mennyiségek gradiense kozott. Ezen
mennyiségekre ugvanis all

¥ = arctg (%) 6s p= )+ Y2
és ezekbol kapjuk

Y _ _ g
rad = + — = cos e + sin 4 &
g 4 s + 7 B T+ ]/252 1 2
1 oo -
grad & = — 2+y2 1+%2+U 2_9(75”18'51_‘_005‘9'52)-

Ezek kozott allanak tehat ezen Osszefiiggések
¢ grad p =p grad o

és i grad ¥ = —

_gr_{ip(ii = —grad logop.

10. Fontosabh oOsszefiiggésel.

Az eléz6 pont (7} és (9) képleteib8l konnyen ldthato, hogy az
[@ rot 0] és (@ <7) b kifejezések x tengely menti Osszetevéi

< (arothl = (o 2%, abl_ db)
& [05 I'Otb]— (aza—x d—j
b,
s al@i) = (w2 + el +3;Z)

lesznek. Ezen két kifejezéshol kapJulx
TR S _adb
él{arotb]—i—el{(((.v)b}———( —+ 2-———|- 3358):(@5;)

Osszefiiggést. Kiszamitva a madsik két tengely mentén is az Ossze-
tevoket és Osszegezve, kapjuk

[ rot ] + (av)b—( 3;’) 5+ (a ;7—5’) s (a‘;—Z)Es )

dsszefiiggést.
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Ha hozzdadjuk ehhez a

[Drotal+ (b )a= (T) Z—d) g + (7)9_&) 5 + (l;aj)és

x ay b4
egyenlOséget, akkor a kovetkezd eredményt kapjuk
grad (@b)=[arotb]+[Drota]l+@)d+GY)a... 2
Ha @ = b, akkor
grad (a¥)=2[arotal+2@)a ........ 3)

Keressiik most a div [@d] és rot |ab] értékeit. Ha elvégezzik
az [ab]-n az el6zd pont (6) és (7) miiveleteit, hosszas, de semmi
nehézséget nem okozo szamitds utan kapjuk

div [ab]=0brota—aroth ............... (4)
és rot [abl=adivb—bdiva+(@v)a—@y)b.... (5

Haaz a¢ =a, 9% + a,9% -+ a; 9 & vectoron elvégezziik a div
és rot miiveletet, kapjuk

d (a, ¢) + (a, 9) + d (a; 9)

div (@¢) = ax ay dz
T WL WL U L L
( +d1/+az +a13x+a2ay—i—a382—
=qdiva+agrade . . . . . . e (6)
tovabba
N 3(“3‘9) a(“z‘P)) (a(alcp) 9( 3“?)) ( (%CP) 9("1‘?))— o
I‘Ot(WP)—( gy P &+ . &+ gz oy )5
3 d _ d d -
oo (22 (s i
=grota-t+[grade.al . ... . ... ()

Ezen képletek roviden irhaték még

V@ap)=9vat+ay
és (V.agl =1y, v al+[v ¢,al;
tehat a 7 mtvelet hasonlit a differentidlashoz, vagyis a szorzaton
ugy végezziik el, hogy tagonként végezziik el rajta.
Hasonlokép igazolhato a
V¢ =graded =ggradd + ¢ grad ¢
Osszefiiggés is.
Végiil az el6z6 pont (6) és (9) képlete alapjan irhatjuk
9(;1 a)+a(a2&)+a(a3 a)
x ay dz

adiva+ (& 7)a=
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11. A nabla-imnuvelet tobbszori alkalmazasa.

A grad, div és rot miveleteknek kifejtése és értelmezése
derékszogi coordinata-rendszer esetében lehetdvé teszi, hogy a
nabla-miiveletet ismételten kdnnyl szerrel alkalmazhassuk. Ily médon
par fontos Osszefiiggést tudunk megdllapitani.

Els6 sorban a ‘7 ¢ = grad ¢-re, mint vectorra alkalmazzuk
a div és rot miveletet és kapjuk

. Pe Py I
= 2 . = —_— 3 e .
VVe=vie=div grady =5 ay2+922 1)

a mi nem mas, mint a ¢-n a Laplace-féle
2 32 a_‘
A= xz + 2 +
operator elvégzése, tehat
J2¢ =div gradg = A ¢,
Ezen A miiveletet vectoron is elvédezhetjﬁk, pl.

_ 3‘ 82(1
ha o x2 + gz
A rotatio muveletével
_ N S A )
[, V ¢] = rot grddvé(azaj Eyry a+.. )

A div a-ra, mint scalarisra, csak a grad miiveletet alkalmazhatjuk :

_ . 3 a. Ja 3a
= y d d :( ‘1 2 3)—
Vv a=grad diva dux? +axay+axaz &+

Fa, | Fa, o2 ag)_ .
T (&x3y+ dy*  dyaz Bt .. @)

3 a, Pa, I ag)_
i (axaz+9yaz+ 922

Végiil a rot a-n elvégezhetjiik a div és rot miiveletet:

_ . _ 32(‘6 -2 -2 92 52 92
[va)—=divrota= =2 <% Ih_gh Th 7 M 4)

IdxdY Jdxdz = IYIe JxdYy Ixdz ydz
_ - a 3a, o a%a
al | = rot rota=(—1——‘—— ! )
[V[V ]] dxdy I yY? 832+axd2 “t
. (32a3 Pa, Pa,  FPa

dyaz 92  dat axay) &t ()
P, FPay, F%a, , a, ) -
+ (axaz_ﬁ— aJ~+aJaz &
Ha a (3)-bol kivonjuk az (5) alatti kifejezést, kapjuk ezen
Osszefliggést

grad diva—rot rota= A a



1. RESZ.

A vectorszamitas alkalmazasa az infinitesimalis
geometriara.

12. A pont, vonal és felillet vectoregyenlete.

A térnek minden pontja kifejezhetd hdrom, nem egy sikba

esO &, &, & egységnyi vector segitségével. Legyen adva az O pont-
b6l kiindulo jobb-sodréasi ferde-

= szogil vagy derékszogi (z, y, 2)

\ coordinata-rendszer és mind-

‘{U .

: egyik iranyban az egységnyi
7 ‘5 hosszu &, § és & vector.
o : Ha a tér egy P pontja-
GT/ | _ gy ponjj

v~ nak coordindtdi z, y, 2z, akkor
OP=P—0=r=u% y&, 25,

R radius-vectort a pont egyenleté-
nek mondjuk. Az 7 absolut értéke

r=Va+y? 2

Az (xy) stk pontjaindl =0, hasonloékép az (y 2) sikban
x=0 és a (2z) sikban y =0,

Ha a P pont coordindtdi valamely u véltozonak folytonos és
differentialhato fiiggvényei

x = (), Y=, (u), 2z=1;(u),

12. 4bra.

akkor az _
r=fuw)=¢ e+ o wWs+ s . ... .. (1)

vector P pontja az u valtozasaval bizonyos vonalat ir le és az (1)
ezen vonal paraméteres egyenlete. Ha valamelyik coordinata értéke
allando, akkor az (1) sikbeli vonal egyenletét szolgaltatja, ellenkezd
esetben térbeli gbrbét kapunk.

Ha pedig a P coordindtdi az « és v valtozoknak folytonos
és differentialhaté fuggvényei

=9 (u,v), y=u(uv), =4 ),
akkor az

r=F@v)=¢ )i +%Huw)E+wHMwo)E ... @)
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radius-vector P végpontja bizonyos feliiletet ir le az « és v valto-
zdsaval. A (2) egyenletet a feliilet paraméieres vagy Gauss-féle
egyenletének mondjuk.

A sikbeli vonal, térbeli vonal és feliilet egyenletét meghatiroz-
hatjuk még

gl,y)=0 ... ... . . 3
Gxy,2) =0, H@xyz)=0 ......... 4
Gxy,z)=0 ... .. ... . ... )

egyenletekkel is. Mint késtbb latni fogjuk, ezen egyenletek is alkal-
masak vectorszamitasra.
Ha ugyanis ezen egyenletek helyett a

gley)=C ... . (3,)
Gey2)=C, H@xys)=0C........ (4,)
Gly,e)=0C .. ... .. .. ... 5)

egyenleteket hozzuk be, melyek az tgynevezett scalaris-teret értel-
mezik, oly értelemben, hogy ezen egyenletek alapjan a sik, illetd-
leg a tér minden pontjahoz tartozik egy, vagy a (4,) alapjan két
scalaris érték. Ezen scalaris mennyiségek gradiense alkalmassd
teszi e vonalakat és felilleteket vectorszamitasra.

A scalaris tér analogidjra a wvector-teret is értelmezhetjiik.
Az a=a(x, y, 2) Osszefiiggés értelmében ugyanis a tér minden
pontjahoz tartozik egy vector, melynek kezdépontja az (x, y, 2)
pont. Ezen vectorok Osszesége adja a vector-teret. Az a(z, y, 2)
absolut értékét a vector-tér intemsitdsdnak hivjuk.

Feliiletelméletileg fontosabb a coordinata-rendszer kezddpont-
jabol kiindul6 radius-vectorokkal értelmezett tér. Az

7 =7 (u,v,w)
osszefliggés alapjan az (w, v, w) valtozok minden értékéhez tarto-
zik egy-egy radius-vector. Ezen vector-térben w = const. esetében az
7 =7 (u,v, const)
feliilet egyenletét kapjuk. Hasonloképen a v = const. és u« = const.
esetében is. A tér egyes pontjain tehit hdarom feliilet és ezekkel
meghatarozott harom vonal halad at.

A kovetkezdkben egymdésutdn targyaljuk a sikgdrbéket, tér-
girbéket és feliileteket a vector-egyenletiik alapjan. Targyalasunk-
ban az r az origobol kiindulo radius-vectort fog jelenteni, hacsak
az ellenkez6t nem allitjuk.

A pannonhalmi féapats. f6isk. évkonyve. 27
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I. FEJEZET.

Sikgdrbék elmélete.
13. A tangens és normalis.

Az (zy) sikban 1évo sikgdrbe vector-egyenlete legyen
= ()& + ¢, (0) & = [ (w),
vagy P=0+r
Vizsgaljuk a gorbét az u altal meghatirozott P pont szom-
szédsagaban. Legyen egy
1 r szomszédos pont a P;, mely-
7}/;‘ nek paramétere v + A u, a
\ radius-vector ezen pontban

S P AT=f(u+ Aw),
P
hol L

Ry flut Dw—rf)
Z  hurral. Ha a A 7-et eloszt-
juk a paraméter A u nove-
kedésével és atmegylink a
o 18. &bra. lim A % = 0-ra, mivel fel-
& tevésiink szerint ¢, (u) és
¢, (u) is differentialhatok, kapjuk a szokdsos jeldléssel

dr _ 7—  lim f (w4 Dw)—fw)

=9/ (u) g+ @ (w) &,

vagy maskép még differential-alakban
dr = @, (u) du g, + @, (1) du &,

A dr absolut értéke, vagyis a PP, hur hosszdnak a limese

az ivelem, mit ds-el jelzunk, tehat
|dr| =ds = Vo2 + @, du.

Ettél lényegesen kiilonbdzik az 7 vector absolut értékének
r:chF—f— ¢,2>-nek differentialéja, mely a PP, hosszdnak a limese,
ennek értéke
_nH e

Vol + o
és ez nem mas, mint dr-nek r iranyara val6é vetiilete, mert
(Car) =L gan - oo tas
r r ]’ 9.2+ @22

dr du,
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Ha a AF = fu-+ N u)—Ff (1)
vectort elosztjuk | A7|-el, megkapjuk a PP, hur iranyat jelzé
egységnyi vectort, melynek limese a tangens irdnyat adja, mit
T-val jelolink és igy
. roodr 7 ! !
T= lim —g_Lzl=—,=cP—iél cP—fE,(Q)
Au—=0 IO1 ds s § s
ha az u parameter szerint vett differentidl-hanyadost a szokasos
roviditéssel jelezziik.
Definitiocképen a gdrbe normalisinak egységnyi vectora legyen
oly v vector, hogy a (%, ¥, &) oly rendszert adjon, mint az (%,&,%,)
rendszer, tehat mivel & meroleges T-ra,

B N 1 1 _ ’ ’
=k =rkd=S e =—5a+%a ... @

A (2) alapjan a gorbe P pontjahoz tartozé érintd egyenlete
-

Q=P+w=0+7+5v=

=0+(qcl+v%’,,)é,+(go2+vi—f,)éz ........ (4)

Ha ezen kifejezésben az u dllandd és v valtozik, akkor @ le-
irja a P ponthoz tartozd érint6ét, ha pedig az u viltozik és a v
allando, akkor oly gorbét kapunk, mely az eredetibdl tgy szarma-
zik, hogy az érint8jére az érintési pontbol kiindulva, az allandé v
tavolsagot lemérjiik.

A (3) alapjan a gorbe normalisanak egyenlete

Q———P—{—\’m:O—}—(tpl—v%’-)a-{—(cpz—{—v—c‘;—’,’)éz. ... (5

Ezen kifejezésben ismét, ha v alland6 és » valtozd, szolgaltat
oly gbrbét, mely ugy keletkezik az eredeti gdrbébél, hogy annak
normalisara az allando v tavolsagot ramérjiik. Ezen gorbét az ere-
deti pdrhuzamos gorbéjének mondjuk, mert megfeleld pontokban a
két gorbe érintdje parhuzamos. Az (5) egyenletbdl ugyanis allando
v mellett

d@Q=dP+dv.v

Ha ezt scalarisan szorozzuk ¥-vel, lévén vdP = ( és vdv = 0,

kapjuk
aQ.v =0,

tehat az 1j gorbének is ugyanaz a normalisa.
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A tangens és normalis egységnyi vectoranak segitségével
megallapithatjuk a coordinadtarendszer kezdSpontjanak tivolsigat az
érint6tdl és normalistol. Ezen hosszusé-

Y
t _ gokra ugyanis all
Y - B ' ' 2 4
l ® t— () = 2 Cp,%:tp_z_(%)
i L () s s du \e,
’ ’ o

l o n=@=%%-§%%=(%)_
At és n értékeit négyzetre emelve

0 —>X  és Osszegezve kapjuk

w 2+ n?=q2 g2 =%
Ezentavolsdgok felhaszndlasaval meg-

14. abra. allapithatjuk az origonak a tangensre és

a normalisra vonatkoz6 talppontgorbéjét. Ezen két gbrbe egyenlete

Q=0+ M)V
és Qn:Oi‘(ﬁ)i

Végiil még meghatarozzuk a gorbe elems teriiletét, vagyis a
siknak azon részét, melyet a gorbe két szomszédos radius-vectora
és a gorbének ezek koOzott 16vé ive hatdrol. Ezen elemi teriilet

_ 1 - 1 , -
de = g[rd"'] = §(CP1 P — P @) dug,

vector absolut értékével egyenld, vagyis
_1 CPZ)
dO’ = § 21 d (a . ’

A sikgorbe egyenletét polarcoordinatikban is megadhatjuk.
Ha ugyanis & a polartengely iranya és a ¢ irdnyszogtol fiiggd
?(¥) vector mindig g irdanyu, akkor ezen vectoron e forgatast
kell végezniink, hogy a ¥ iranyba jusson. A gdrbe egyenlete tehat

7= ei¥ g (¥).

A targyalas azonban egyszeriibb, ha a polarcoordindtiban
adott gorbét is a Descartes-féle coordinatarendszerre vezetjiik
vissza. Ha a gOrbe polaregyenlete p = p(V), akkor Descartes-féle
coordindtdkban a vector-egyenlete lesz

r=p®) costg + ¢(¥)sindg,......... (®)
ebbél az ivelem
dr= (¢’ cos¥ —psin ) d¥z + (p'sind +pcos¥)d¥de, . .. ... (6)
négyzete pedig
ds? = (> +¢)dd2 . . . ... ... ... )
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Az érintd egységnyi vectora
p’cos&—-psin&E p’s,inm‘}—}—pcos{)E
=1 72 = s 2
Verte? Vo2 + ¢

a normalisé pedig

T

[

_p’sinﬂ'—i—pcosﬁE ¢ cost—psind _
Ver+e Ve + "
Ha a radius-vector és az érintd dltal bezart szoget w-val

jeloljiik, akkor Tr=rcosw és mivel r = g, kapjuk
’

Il

v

P
COS W — ———
Ve? -+ o®
és ebbdl
. 4
SIN W = ——————,
Ve + ¢
ezekbol
tgw = i,

Az elemi teriilet vectora
-1 _ 1 _
ds = B) [r dr] = §P2d9'33,
absolut értéke pedig
1
do = = p%d¥.
a 5 e2d
Polarcoordindtak esetében végiil az érintd és normalis tdvol-
saga az origotol

L REREERRRRIRE ®)
tm = — ©)
e

Ebb6l ismét kapjuk a
£2 4 n2 = p% = 42
eredményt.
Példdk. 1. Az a és b tengelyl ellipsis egyenlete
r=acosus + bsinusg,
s = Ja?sin?u - b2 cos?u

_ a . b N N a .
T=——sinug -+ oS UE, V= ——C0S U — —; Sin Uz,
s 8 s 8

A tangens egyenlete

Q=0+—?T(s'cosu—vsinu)él—&—%(s’sinu—i—veosu)@,
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a normalisé

Q=0+“m%w—wm+$yﬂw—wm.

S’

2. Az a és b tengelyii hyperbola egyenlete

a
CcOs U

P=0+

&+ bigus,

vagy r = acos hu.g -+ bsin hus,

¢ — Va®sin®w + b2
) cos?u
A tangens egyenlete:

Q=0+

a
cos? u

(cosu + vsinu) & + S (sinu cos u + v) &,

0s2 u

a normalisé pedig:

Q=0+

sin u
@ cosu— bv)E + ——— (bcos u + av) &,
coszu( ) 1_,_coszu( +av)%,

3. A parabola egyenlete

2
;:_g_gl_*_uem
— _
s %2——}— 1= %Vuz—{-p?

A tangens egyenlete

1 Loy
Q=0+ 5 5 (8" u? 4 2uv)E + ?(us + )5,
a normalisé
1 . 5, _ u _
Q=0 +2ps’(“ S—2puv) g+ I (psd +v)&,

4. A lanczvonal egyenlete

— - wo
1’=usl—l—acosh7.sz,

. k23 u
§ = Vl 4+ sinh?— = cosh —.
a a

Tangensének egyenlete:
= u v o_ v o % _
Q=0-+u%g +acosh ;.52—}— g —f—?smh - &
a normalisaé pedig:

% v u v
=04 us acosh —§——sinh—.§ + —&,.
Q + 1+ a 2 S’ a 1—}_8' 2
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14. A Descartes-féle tangens, normalis, subtangens
és subnormalis hossza.

A sikgbrbe tangensének azon részét, mely az érintési pont
és az « tengely kozott fekszik, az
x tengelyre vonatkozd tangens-nek
mondjuk és Ti-el jeldljik, ennek
vetiilete az x tengelyre vonatkozolag <
a ¢, subtangens. A normalisnak a
gorbe pontju és az x tengely kozott P
l6vo része N, az x tengelyre vonat- 4
kozd mormalis, ennek vetiilete n, a ., &
subnormalis. 0 il . . X

Hasonlokép T, a tangensnek )/Vz !
azon része, melyet az érintési pont- )
tol szamitva, az y tengely lemetsz,
ennek vetiillete az y tengelyre 7, 15, abra.
N, pedig a normalis darabja,
melyet az ¥ tengely és a gOrbe pontja hatirol, ennek vetiilete az
¥y tengelyre n,.

Az abra alapjin konnyl felirni ezen egyenléségeket:

(o, +t)8 + T\ T,
= (g + )&+ T57,
(#1 4+ m)& + N9,
(%2 + 1) & + N, .

Ha ezen egyenletek koziil az elsét és a harmadikat scala-
risan szorozzuk az g,-vel, a madsodikat és negyediket g-el, kapjuk

7

I

|

<P =1 = =)
[

o P2 %y
P2 T, §’ T, = %rsa
4 o
‘Plszcpl;’ Tzzlol—rs’a
$§ © 1
o o T (1)
%= N N= W_?S”
!
q —":—‘\'T.P—z: ;_V=___31L’
£21 128; %;q

Ha pedig az elsét és harmadikat g-el, a masik kett6t &-vel
szorozzuk scalarisan, kapjuk
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’ 4
CP1=CP1+t1+T1CP_}’ t1=_CP2C_P1_r’
s P2
! ’
%=%+tz+th—3v t——q 2,
o (2)
N ¢ o
cPlch1+”1”“Nl?" W =P —p
L2
’ ’
CP2=CP2+'-"/2+N2‘£}5 nzz@lc&;'
s P2

Ezen eredmények alapjan konnyii megdllapitani a kovetkezd
egyszerli Osszefiiggéseket:

it =—7
Nply = — Cp12,
ﬂ TZ = M Ma
i t, = Ny Na.
P .. u? ' U ’
Példa. Paraboldnal ¢, = 3 pp=u, @ = 7’ o, =1,
s = iVuz + p®
v
T, —E-Vuz—l—; S
1 P 2 9 1 p
w /. U
T,= ﬂ u?+p?, tz——*?’
-Zv-l = VJQ +_2)27 n=p,
. w2 1/, . o
TR ST

A polarcoordinatdkban megadott r =t (¥) gorbéknél az el6zo
pont (5), (6) és (7) alapjan csak

®, = 1 cos ¥, v, =1sind,
¢, =1 cos & —rsind, @, =1t sin® + recos,
g =121

helyettesitést kell végezniink és az (1) és (2) csoportbol kapjuk

o rtgd .
fl’lﬁr’tg{}qtt]/L 5

.

___ =t 22
TZ rr_rtgﬁ'vl +r,’
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N, — _rigd

v —1rtgd

- t____ 2 J2
Ny = r’tg«&—]—tv1 5

" _ﬂ——ltg'& .
! Yigd + 1
Vtgd 41
by =—— X
v — rtg
Yigd 41 .
mr—igs”
1—1tg{}
M= Yigd+r

15. A polartangens, polarnormalis, polarsubtangens
és polarsubnormalis hossza.

Ha a gorbe P pontjahoz tartozo radiusvectorra az origoban

merdlegest emeliink, ezen mer6-
leges altalaban metszi a P pont
érintGjét  és normalisdt. Ezen
merdleges egységnyi vectorat ne-
vezzilk #-nak, ez merdleges 1évén
7-re és §-ra, irhato

w=-—[Er]...... ..., 1

% ’ [& 7] ( )
Derékszogi  coordinata-rend-

szer esetében

5P 4 Pig 9

H = 7 13 r Ege v v v 4 s (u)

A P ponthoz tartozo érint6s-
nek azon darabjat, mely ezen »

16. Abra.

irinyu egyenessel valé metszéspontja és a P pont kozott van,
a gérbe P pontjahoz tartozd polartangensnek nevezziik, ennek
vetilletét a % iranyd egyenesre pedig polarsubtangensnek hivjuk.
Az el6bbit 7", utobbit ¢ betiikkel jelezziik. Hasonlokép, ha a x
metszi a P pont normalisat, akkor a normalis azon darabja, mely
a P és ezen metszéspont kozott van, a gorbe polarnormalisa N,
ennek vetillete a % irdnya egyenesre a polarsubnormalis n'. Az

abra alapjan irhato
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Mindkét egyenletet szorozva 7-el kapjuk a subnormalis és
subtangens hosszat

hol n=7% és t=17v a normalisnak és az érintdnek tavolsiga az
origotol.

Ha pedig a (3) egyenléséget T-val, a (4)-et y-vel szorozzuk
scalarisan, kapjuk a polarsubnormalis és polarsubtangens hosszu-
sagéra:

N = —9r—

. } e @
= —r—-

n )

Ezen képletek alapjan kozvetlenil irhatjuk az abrdbol is
lathato
't =72
Osszefluggést.
Ha a gorbe egyenlete Descartes-féle coordindtdkban van
adva, akkor a jelzett hosszusagok értékét a kovetkezdkép is meg-
kaphatjuk. Szorozzuk meg a (8) és (4)-et g-el, az eredmény

4

7 CP2 AT? CP2
—n == — N5
o E21 g

’
P ¢
T";—: L2 —‘t’f'
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Ha pedig mindkett6t g,-vel szorozzuk scalarisan,
o !
n %‘L = @9 + N %1
’
IS =g ¥
eredményre jutunk. Ezen négy egyenletbil
N e
G — P P
n. 2 + CP 2
Tl — ‘Pl T2 sr
G 0P
5wk 232
F1P) — PP
PO 2% 7 2% 1
PP+ PPy
Ezen eredmények alapjan szintén irhaté

’

2

0 =72
tovabba
’ S’
T - 7'7
és
V&
Ly
du £ P,

Példa. A conchots. Az r = f(u) girbe kozoénséges conchoisa
azon 1uj gorbe, mely ugy keletkezik az alapgorbébdl, ha minden
radius-vectorat dllandé ¢ hossziisiggal megtoldjuk vagy megrovi-
ditjiik. Az adott gdrbének az origora vonatkoztatott conchoisa

n=rtoa=""0% ®)

Példdul az & tengelylyel parhuzamos és az origotol I tavol-
sagra 1évl egyenes conchoisa
o= (l+acosu) (5 +tgug).
Az origbn atmen6é R sugari .
kér conchoisa az esetben, ha a
kor kozéppontja az g tengelyben
van
7= (2 R cosu-a) (cos ug +-sinuz,).
A kozdnséges conchoisndl a (8)
alapjan az ivelem 17. dbra.
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dr, =

r+a _ adr_
d?‘——zr,
r r

ebbdl a tangens irdnya
- dr, (r—l—a_ a dr_\ ds

o = F P P,
A normalis iranya ugyanebbdl
c ~ r+a _ o dr_\ ds
0= (T2 %5) s,

Ezen kifejezésekbol kapjuk
2
nl={(r-{—a) n*(r—%a)ac‘ll'} ds

72 r  ds|ds/
(r+a)® ds.
t="—5— 1t
T ds,
és e kettobol, mivel » d_: =n, kapjuk a kovetkezs Osszefiggést:
mH_ 1
t, rtat
Innen jutunk a polarsubnormalis hosszara, melyre nézve all
n n
n =n' = w—nT:: —r

vagyis a kdzdnséges conchois polarsubnormalisa ugyanaz, mint az
alapgorbéé.*

Ha a gorbe egyenlete polarcoordinatdkban ismeretes v = r(¥),
akkor a 13. pont (8) és (9) szerint

’

v
n= Vr?'_+?§’
r?
e

és igy az (5) és (7) egyenletekbl kapjuk, mivel 7%= 2
N = VE,

T
T, — I"Vrz + r’2’
n=r,

* Wieleitner H.: Spezielle ebene Kurven. Sammlung Schubert. 1908. p. 64.
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1. PL. Archimedes spiralisandl v = at, tehat

N =aVT+% T =ad |1 +9%,
n' = a, t = ad?
2. A hyperbolikus spiralisnal v = %-
N % 7_2 2 _2
A—&2V1+&, T &Vl—l—f‘r,
n,=_——{(j%7 t,=“_'a'.
3. A logarithmikus spiralis egyenlete t = aem®
- ] o
N =aemd |1+ m2 . T = a—j:— 1+ m2
n' = amem¥, =2 emﬁ;
m
vagy maskép felirva o
N =tTFm, T’=%V1+m2,
- x
n' = mr, L.
m

16. A gorbilet.

Mint lattuk, a gorbe P (u) pontjahoz tartozo érinté iranyat a

- dr 7

T ds &
egységnyi vector jelzi. Ezen irany folyton valtozik, ha a P pont a
gbrbén tovabb halad, valtozasat a

= "”=r

dt = S———ﬁ/ 8,28 L du

kifejezés mutatja. Ezen valtozds mindig a normalis irdnyaval esik
egybe. Szorozzuk meg ugyanis vectorképen di-t a normalis egy-
ségnyi vectoraval, ¥ = | T]-val, kapjuk a szétbontdsi szabaly sze-

rint (6. 2.)
[ (3] = (@9 & — (dre) =0,

mert (dT7)=0, hisz a (TT) =1 szorzat kétszeres differentialéja,

* Czuber E.: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung.
1. Band. 2. Aufl. 1906. Teubner. p. 358.
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(dT&) =0, mert dT mint az (zy) sikban 1év6 vector merdleges &-ra.
Ez alapon tehat dt oly irdnyd, mint v = [& T| vector, vagyis
dT = kv du,
hol % valami scalaris fiiggvénye az u-nak.
Ha mindkét oldalon az s szerint vett valtozast veszsziik, vagyis
s szerint differentidlunk, kapjuk
L S )

hol az w-nak scalaris fiiggvényét k=%-t a gorbe P pontjdhoz

tartozd gorbiileti mértéknek, vagy egyszertien gorbiiletnek, p-t pedig
gorbiileti sugdrnak nevezzilk. Mivel ¥ és dT egyiranydak és v egy-
ségnyi vector, ha (1)-et scalarisan szorozzuk v-vel, kapjuk

1 (dy) _ (7)

0 ds 4

— 16, 7).

Helyettesitve a 18. pont (3) képletét és kifejtve kapjuk
1 1

- = Sl e — ) e }

vagy rendezés utdn

l _ ¢ 9 — ¢, _ i (arctg }”l:)

e s ds .
A gorbiileti sugar értéke pedig a P pontban

_ s® _ (CFIQ + ¢,%)"
o' —9 9" 9/ — )9

2

A gbrbe P pontjihoz tartozé normalisnak azon M pontjat,
melynek tavolsdga a P-t6l p-val egyenld, a gorbe P pontjahoz
tartozo gorbiileti kizépponinak hivjuk, ennek egyenlete

M=P+p% ...... ... .... (3)

Ha ezen egyenletben wu valtozo, akkor M az adott gorbe
gorbiileti k&zéppontjainak mértani helyét irja le, mit evolutdnak
neveziink. A (3) tehat valtoz6 » mellett a gbrbe evolutajanak
egyenlete,

Teljesen felirva az evoluta egyenlete lesz

=0+ et (et )
[ = — 7] € —— 77 &
% Qpl’ CF2rr i QPZ' cPln 1 P2 (Pl’ :pzn__ (Pz' (PI” 2




INFINITESIMALIS GEOMETRIARA 431

Az (1) kapesolat felhasznalasaval kiszamithatjuk még a nor-
malisnak az s szerint vett differentidl-hanyadosat is. Differentialjuk
a ¥ =[5 T] egyenletet az ivelem szerint és haszndljuk fel az (1)-et,
kapjuk 7

T aof-— @)
a v valtozdsa tehat parhuzamos az érint6vel.
Az (1) és (4) tovabbi differentialasaval kapjuk

d’T T 1 dp_
T )
v _ v 1deg
ds® e2 ' p%ds

Az (1) és (4) a térbeli gorbék Frenet-féle formulainak
felel meg.

Ha a gorbe egyenletét polarcoordinatikban ismerjilk v =t (%),
a 13. pont (6) és (7) képleteibol kapjuk
e G
¢, =1'cos ¥ —1rsin ¥,
¢, =1 sin¥ -+ 1 cos ¥,
@, =1"cos ¥ — 21" sin—rcos ¥,
@y’ =1"sin¥ + 21" cos % — 1 sin I
Helyettesitve ezen értékeket, a (2) be, kapjuk
INCERT L
= —r
Pl. 1. Az ellipsisnél
r=acosug -+ bsinug,
s’ = VaZsin®u + b2 cos?ut.

A gorbiileti sugarra kapjuk, mivel ¢,"¢,” —@,” ¢,/ = ab,

s’
N = —=
Y ab
Az evoluta egyenlete
cos _, sinw on —
M=0+ ~a—(cc2—s’2) & +—b—(b2—s’~) 5, =
a2__ bz 2 __ a2

= cosdug 1+ 2 sin® 1 &,
a

A 13. pont szerint az origénak az érint6tél vald tavolsiaga
- ab

=Vr=-——

’
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és igy kapjuk ezen Osszefiiggést

o 18 = —a? 0% = const.
2. A cyclois egyenlete P = 0 + (Q—0) 4+ (K— Q) + (P—K)
alapjan *
5 _ -2
¥ = av§ + a5, —ae F ... (D)
ebbdl az r-nek a ¥ valtozd szerint
vett derivaltja
S ( -2, )
‘] = g 74_ ;
, 1 / r . a\g + e 15 ’
) ez mutatja a gorbe tangensének
A iranyat, a normalisét pedig
r .
N -
0 Q & %7“'=a<52—e Ez)=P—Q,
I8, dbra. vagyis a cyclois normalisa ke-

resztiil megy a haladé kor azon
pontjan, melyben az alapegyenest érinti. Az (5) egyenletet kifejtve
irhatjuk
r=a(@—sin¥g + a(l—cosd)E,
Ezen képlet alapjdn

Y
§?=2a?(1—cos¥) =4a’sin’5

2

4 ro ro” ) 2 9,2 o 23‘

es PP — @ @ = a® (cos* ¥ —1) = — 2a®sin®5-
A gorbiileti sugar értéke tehat

p=—4asins

2
Az evolutaja pedig
M=0+a(B4sind)g +a(—1-+cost)g,
=0-—an§—2a% + 7T+ D),
a mi szintén cyclois, csak eltolva a régihez.

17. Vectormezdvel értelmezett gorbesereg burkoltja.

Ha valamely sikgdrbe vector-egyenletében az u paraméteren
kivil mds v valtoz6 is szerepel, akkor az 7=/f(u, v) vector-
mez$ egyenlete a v killonbozé értékeihez mds és mas gorbét szol-
galtat, az igy keletkezett végtelen sok gorbét gorbeseregnek mondjuk.

* Burali—Forti C.: Introduction a la géométrie différentielle suivant la
méthode de H. Grassmann. 1897. Gauthier. Paris. p. 68.
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Ezen gorbesereg szomszédos gorbéi altalaban metszik egymdst, és
ezen metszéspontok hatarhelye ujabb gorbét ad, mit a gdrbesereg
burkoltjdnak neveziink.

Legyen a gorbesereg egyik (v) gorbéjének (u) pontja

r=[(u,v) =9 (,v)&+ % (,0)5
egyenlettel adva. Az ehhez szomszédos (v + dv) gorbén az eldbbi-
hez kozelfekvé pont egyenlete

n=7F(u-+du, v+ dv) = f(u,v) + fludu + s dv + ¢,
hol ¢ a sorfejtéshen fellépé egynél magasabb rendl végtelen kicsi
tagokat tartalmazza. Ezen két gOrbe metszési pontjiban

; = ;‘17
vagy fudu -+ 'y dv =0,
ha a magasabb rendd tagokat elhagyjuk. A feltétel két egyenlé-
ségre bomlik
% wdu -+ 9y dv=10
és @, w drt + 9, dv = 0.
Mivel du és dv egyszerre nem nulla, a keresett feltétel
Plw P
P P 0
vagy Donkin jel6lése szerint
9 (1 P) —0.%
a(u, v) '

Ha ezen feltételbdl akir az wu, akar a v értékét kiszamitjuk és
az 7= f (u,v) egyenletbe helyettesitjiik, megkapjuk a burkolt gorbe
egyenletét a megmaradt valtozoban kifejezve.

1. PL. Mi a burkoltja azon « sugaru koroknek, melyeknek
centruma az (z) tengelybe esik? Ezen korrendszer egyenlete:

r= @+ acosu)E + asinus,;
a keresett feltétel
.\ asin® acosu| 0
1 o |=Y
ebbol —acos i =0,
©w=90°, vagy 270°.
A két burkolt egyenlete tehat
r=1% -+ a% és r=1E — dg,
2. PL. Mi a burkoltja azon a hosszusagu egyenesnek, mely

* A burkoltnak Czuber-féle feltétele. Archiv. f. Math. u. Physik (3) 2.
1902. p. (113—122). — Wieleitner H. : Theorie d. eb. algebr. Kurven. S. Schubert.
1905. p. 49.

A pannonhalmi féapats. féisk. évkényve. 28
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gy mozog, hogy végpontja mindig az (x) és (y) tengelyben
marad ? ¥ Ezen valtozo helyzetii egyenes egyenlete
7= 2 COS V&, + (@ — u) sin v%,.
A burkolt egyenletének feltétele

cos v —sinwv 0
—usinv (@ —wu)cosv|
vagy acos®v-—ucos?v—usin?v=acos?v—u =0,

w=acosv;
helyettezve ezen értéket, a burkolt egyenlete lesz
7= a cos® vE, + a sin® 15,
és ez astrois egyenlete.
3. Pl. Mi a burkoltja azon ellipsis-seregnek, melyeknek cen-
truma az origo és tengelyeinek szorzata allandé a?? Ezen ellipsis-

sereg egyenlete
2

= % €Os Ug, - v sin ug,
A burkolt feltételi egyenlete

24
[£/
‘——SIH’M; VCOS U
v

=)
Cl2 . ]
——cosu sinu
v
2 2
v 147 a” .
ebhol: ” cos?u — —sin2y = 0,
v

cos?u =sin?u, tg?u=1
tehat w = 45°, 135°, 225°, 315°.
A négy burkolt egyenlete

Mindegyik burkolt hyperbola, mindegyiknek asymptotija a coor-
dindtarendszer = és y tengelye, a valés tengely hossza mind-

5
egyiknél a_12_2

* V. Mangoldt H.: Einfiihrung in die hohere Mathematik, Hirzel. Leipzig.
2. Band. 1912. p. 460—461.
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18. Scalaris egyenlettel meghatarozott gorbe.

Az f(z,y) =0 egyenlettel adott sikgdrbét ugy tekinthetjiik,
mint az
U= f(GU, ?/)
scalaris mezdvel értelmezett gOrbesereg egy goOrbéjét, mely az
u = ( paraméter-értékhez tartozik. Tudjuk, hogy ezen gdrbesereget
merdlegesen szeli az

n=grad f(x,y) .. ... (1)
vector, tehat ez az adott gbrbének normalisat is adja, az érintét pedig
t=gradfs) ..... ... ... ... ... . )

irdnya hatdrozza meg.
Kifejtve az (1) és (2) egyenldséget

_d af _
"= f 1+ f
_ ci - _J_]i -
t= 7y g, % &
Ezen kifejezésekbdl kapjuk az érint6 és normalis irdnycosinusaira:
1of _1of
e A gx
A ax AN ay’
hol JANE V = |gradf|.

Hasonlokép a polar—coordmata.kban kifejezett f(p,¥) =10
gdrbe 1gy tekinthet6, mint az

u=7(p?)
scalaris mez6 egy goérbéje. Ezen gorbének normalisa
7= grad f (g, ) = —];grad o+ i:) gradd, . ... ... 3)
érintéje pedig
{=[ng) =|gradf(p,%), & .......... 4)

altal adhato.
A 9. pont alapjan ezeket irhatjuk

—_ (afc e a’?fsm%) 1‘|‘( f . +£COSS‘)_2

dap It ar p
) . (of af cos &) (if, sin ¥ af )_
és = (apsmm‘%—l—abk - g + a&——p apcos& g,

alakban is,
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Ezekb6l kapjuk az érintd és a normalis egységnyi vectorat

=l ogg 5=

_A es J—Aa

Y E @)L

hol A—V(a”'p -+ 29 22

Az f(x,y) = O egyenlet esetében a gorbiileti mértéket a ko-
vetkez6 modon hatarozhatjuk meg. A gdrbe tangensének és nor-
madlisanak egységnyi vectorai

- tgradf , gradf

T=m i 68 V=S

a masodikbol kapjuk
A d(gradf)—gradf.d &

dy=—- d A2
Szorozzuk meg ezen egyenloség két utébbi tagjat — 7 =7%d—f-val,
kapjuk
ds __igradf. d(gradf)
e A®
Ezen képlethez sziikséges mennyiségek a kovetkezok:
ds = dz® + dy? dy® T dx
2
tgrad f=—17,% + fi5,¥
dgrad f= (f,,dz + [, dy) & + (fdz + fr dy) &;
helyettesitve ezen értékeket és végiil Z—fi = ?-t téve
2
p A

19. Gorbesereg trajectoridi.

Ha valamely gorbe egvenlete f(w,v) =0 alakban van adva,
hol u, v jelenthet akidr Descartes-féle, akar polaris, vagy bipolaris
stb. coordinatdakat, akkor azon gOrbesereg egyenlete, melyhez az
adott gorbe tartozik

* A kovetkezékben rovidség kedvéért l =i fﬁfz, Ew il = f,, sth.

jelolést alkalmazzuk.
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lehet, hol w a valtozd paraméter. Ha P ezen gorbesereg pontja,
a rajta dtmené gorbe normalisdnak irdnydit

S ifi al
grad f = P grad « P grad v,
érint6jének iranyat pedig
), —_— —— a_f y — af y
v grad f= v grad u c;‘vzgradv

adja.
Hatarozzuk most meg az (1)-el adott gorbesereg o szdg alatt
hajlo trajectoridit. Ha ezen trajectoridk egyenlete

W= U0) ce i 2
akkor all a kovetkezd feltétel ’
. grad f|
etogradf=——2"+gradog, .. ........ 3

a mi annak kifejezése, hogy az (1) és (2) érintdi egymadssal allan-
déan o szbget zarnak be. Ha a jobboldali egyiitthatét I-el jeldljiik,
irhatjuk a (3) helyett

grad feosw +igrad fsino=1lgrady ... .. .. )
vagy részletesebben
ai cos w grad v -+ a—/ cos w grad v + a—f sin w ¢ grad » -+
U v ° U °
I inwioado —1°7 or 9P
+ Sp S gradv = lau grad u 1 i gradv . . . .. 4,

Kifejezve ez egyenlet mindkét oldalat a két alapvectorral,
az egész egyenloség két differentidl-egyenletre bomlik, melybhol az
! kikiiszobolése utan a ¢ fliggvényt kell meghataroznunk és con-
stanssal egyenlévé téve megkapjuk a kivant trajectoridk egyenletét.

A (4)-b6l az esetben, ha w és v derékszigii coordinatik,
kapjuk

af af . )ﬁ (af af . )ﬁ 9 I
-4 ——L - -4 ={-Lt§+I"% ...
(axcosm aysmm g+ aycosuH—axsmm A axsl+ ay% (5)
ebbdl a két differentidl-egyenlet
laﬁ:af ) I
ar dx dY
lé? I si
Yy Ix

Polar-coordinatik esetében, vagyis ha w=p¢ és v=v a

9. pont eredményeinek felhasznaldsaval:
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{% cos (uo—*—\‘)-)—1 j—%sin (o —I-&)}Eri-{j]; sin (0-F¥) + cos (u)-H%)}

Z{Pcos&—éﬁs1n&}el+l{ nﬂ-—}—gavgcos%}ég.. (7)

Ebbé6l konnyii felirni a trajectoridk differentidl-egyenletét.

Derékszogii trajectoridk esetében, vagyis ha o0 = g, kapjuk a
(4), () és (7) egyenletekbol

:::_Zigrad u-{—i—f]igradv=lj—z gradu-{—l%gradv e 4)

_%gl+§—igz=l§§§,+l§c5§2 ......... (5,
(_%sin&—éggcos{})él—{—(?P-cos&—éj—gsin&) g =

=l(§—§cos&—%%5im‘}) El—l—l( +——cos&)52. (1)

A gorberendszer trajectoridinak kezelésében sokszor a vector-
egyenlet szétbontasa nélkiil is czélt érhetiink.* A (3) egyenletbol
ugyanis lesz.

gio gradf=1Ilgradeg.. ... ......... (8)

Ha ezen Osszefliggésb6l meg tudjuk hatdrozni a ¢ fliggvényt,
akkor ¢ = const. a kivant trajectoridk egyenlete.

Példak. 1. Keressiik az y = az" parabolasereg derékszogii

. Yy ..
trajectoriait. Ez esetben a= 9—0‘{7‘ és igy

1 ny
grada = et grad y — T grad x
és ebbol, mivel igradx = grady és ¢grady = —gradx, kapjuk
. 1 1 0 5
tgrad g = ——W(xgradx + ny grad y) = g grad (z2 4+ ny?),

a derékszOgl trajectoriak egyenlete tehat

x® 4+ ny? = C,
a mely n > 0 esetében homothetikus ellipsisek egyenlete, n < 0
esetében pedig hyperbolaké.

* Burali—Forti—Marcolongo ... Fléments de calcul vectoriel... Paris.
1910. p. 80.
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2. Keressiik a sugarnyaldb w-szogl trajectoriait. A sugarnyaldb
egyenlete ¥ =@, hol @ a viltoz6 paraméter, ebbdl a trajectoridkra
kapjuk

eivgrad @ = cos v grad ¥ -- sin w4 grad &

grad p

helyettesitve a 9. pontbél igrad & = — értékét, kapjuk

eiw grad @ = sin w (ctg o, grad — g_ra;dﬁp) =sinw grad (ctgw.¥-logp);

ebb6l az w sz0gld trajectoridk egyenlete
tetgw--logp =log C
és jg’Y p:K@f"Ctgm’
a mi logarithmikus spiralisok egvenletét adja.
3. Keressiik az p" = " sin ni gorbesereg derékszogi trajec-
toriait. A gdrbesereg egyenletébol

n p" ! sin nd grad ¢ — np" cos nd grad ¥ :

rad a" = -
g sin® nd

grad p

ha tekintetbe veszsziik az ¢grad p = pgrad ¥ és 2 grad ¥ = - :

egyenldségeket, kapjuk

np" sin ni grad ¥ 4 ne"~'cos n¥ gradp

1 grad a* = —
gr sin® nd

_cos n¥ grad p" — " grad cosnd

= ctg? nd
cemm cos® nt

OT[
= cte? nd grad ———-
s * cosnt

A derékszogli trajectoridk egyenlete tehat
. ™
p" = ¢" cos i = ¢" sinn (-)—n —+ 1‘})-

Az Gj gorbesereg tehdt a régibdl dgy keletkezett, hogy az

0

egész rendszert az origo koriil 5n

szdggel elforgattuk.
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1I. FEJEZET.
A térgodrbék elmeélete.

20. A tangens.

Legyen valamely térbeli gorbe vectoregyenlete
r=fu)=¢ W+ @@e+o@e...... (1
Vizsgaljuk a gorbét az w altal meghatarozott P pont szom-
szédsagiban a P;-ben, hol
a paraméter « -+ D wu. A
vector ezen pontban
T AT=Ff(u+ D),
hol A 7= PP, hurral, a
melynek absolut értékébol
a limesen az ivelem lesz,
0 tehat
|dr|=ds =
=98+ % 8t 95| du
és igy
x 19. dbra. ds =V o2+, + ¢ du
¢ =Vo/2+ @2+ 97,
ha az w szerinti differentidlast a szokott roviditéssel jeldljiik.
Az el6bbi két egyenlethdl
Nr=flu+ L u)—f(u).

Ha ezen egyenletet elosztjuk | A #|-el, kapunk a PP, hur
iranyat jelzd egységnyi vectort, melynek limese az érintd irdnyat
adja, mit T-val jeldlink és igy

= = ot ’ ’ pw
f=lim!—ﬁ%=%=%él+%éz+%53=§ 2)

Ha a T vector kezddpontja az origo, akkor a (2) a gorbe
érintéinek gombi képét szolgaltatja, vagyis azon gombi gorbét, mely
keletkezik, ha az origo koril egységgel gémbot irunk le és ezt
metszitk az origébol kiinduld és az érintékkel parhuzamos egye-
nesekkel.

A gorbe P(u) pontjdhoz tartozo érinté egyenlete

Q=P-+zv=
=0+ (n+Z0) ot (o +%0) 5t (5 + B0

z
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lesz, ha benne csak v a valtozé és « dallandd. Ha ellenben ezen
egyenletben az u és v valtozok, akkor a @ a gdrbe érintdi altal
beburkolt vonalfeliilet egyenlete. Ezen felilletet lefejthetd feliiletnek
nevezzilk.* Ha pedig a tangens egyenletében a v-nek constans a
értéket adunk, akkor oly gdrbét kapunk, mely ugy keletkezik az
eredetibdl, hogy az érintési pontbdl kiindulva, az érintére dallando
a tavolsagot mériink.

21. A f6normalis és a gorbiilet.

Vizsgaljuk most az érintd irdnydnak, T-nak az ivelem szerint
vett valtozasat:
di di ds S§7V—¥s"

E = @ . ZZ—?; = 7——7 .......... (l)
ebbdl ’
U BN | e P oM
P sms_rdu’ 75T 8’28 7
Ha ezen iranyvaltozas egységnyi vectordt v-vel jeloljiik
dt=vy|dzl.
Igy kapunk a gorbe P pontjahoz tartozd 14j iranyt
L
" aE|

mit a gbrbe fonormalisinak mondunk.
Szorozzuk meg ezen iranyt scalarisan a T-val,
(W) = l_c%l (Tdi) = Wlﬂ%d (zT) =0,
mert (1T) = 1. Ebbdl lathatjuk, hogy a gbrbe fénormalisa mer6-
leges a tangensra.
Ezek utdan irhatjuk
i 9
ds o,
hol ¢, bizonyos fiigegvénye az w-nak és a P-hez tartozd gorbiilets
sugdrnak, %-et pedig gorbiiletnek nevezzitk. Ha ezen egyenldséget
1

scalarisan négyzetre emeljiik
1 7 P42 =24 " (¢ 7)
= 4

.912 S’:’. s

* Kommerell V. u. K. : Allgemeine Theorie der Raumkurven und Flichen.
Samml. Schubert. I B. 2. Aufl. 1909. p. 44,
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Ezen kifejezést egyszertsithetjilk. Az el6z6 pont (2) egyenlete
alapjan ugyanis irhaté
¥ =14,
7V=7¢4+14,
ezekbdl (r' ¥y =s's".
Tovabba
(7= 4 4,12 4 9,72
és (?2) = @2 4 9,2+ ¢/ = ¢,
tehat

@ s
A P ponttol a v irdnydban 1évé p, tavolsagban 1év6 M pontot
a P ponthoz tartozd gorbileti kozéppontnak nevezziik. Ezen gorbii-
leti kdzéppont mértani helyének egyenlete

1441 73 "o U4
1 _ ¢+ 9+ e"—d"

_ =
M= P+ 9, = 0 + () + 0.5

A gorbe P pontjahoz tartozd normalis egyenlete pedig
Q =P+ v3= 0+ flu) 4 v7,
ha csak v a viltozd. Ha pedig az u és v egyiitt valtozik, akkor a
@ a f6normalisok altal beburkolt feliilet egyenlete lesz.

22, A binormalis és a torsio.

A gorbe tangense és fOnormalisa segitségével még egy f6-
iranyt hatdrozhatunk meg, mely redjuk merbleges és oly iranyu,
hogy a tangens, fénormalis és ezen 1j irany, mit binormalisnak
mondunk, jobb sodriasi coordinata-rendszernek feleljen meg. Ha
ezen iranyt a [ egységnyi vectorral jeloljiik, akkor, mivel T és ¥
egymdasra merdleges

A binormalis meg}}atarozasabélﬁkt')vetkezik a
pE=1 ¢és p1=0
egyenldség. Mindkettdt differentidlva s szerint

s _ g s 2B g T
‘ﬁds_o ©8 Tds+()ds‘0

* L. pl. Kommerell V. u.K.: Allgem. Theorie d. Raumkurven u. Flachen.
Samml. Schubert. I. B. 2. Aufl. 1909, p. 13.
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egyenldségekre jutunk. Figyelembe véve a % = Pi és v =0 egyenlo-
1

ségeket a masodikbol egyszeriien

d[i
~ s ds
marad. A % tehat merdleges a [B-ra és ira, kovetkezdleg egybe-
esik a f6normalis irdnydval és ha absolut értékét
dp
sl E-vel jeloljiik, irhatjuk
g _
Bs =gy sttt (2)

Ezen kifejezésben a p,-t a gérbe P pontjdhoz tartozo torsio-
sugdrnak, Pl-t pedig torsio-nak nevezzik.
2

Szorozzuk meg a (2) egvenletet scalarisan a v-vel, kapjuk
1 dB

62 s
Az (1) egyenletb6l pedig

Lol + 2]

és igy L[] gos [
62 "Lds”. Ty ds

A jobboldali mindkét tagra alkalmazzuk a térfogatszabalyt
dz . d; _ dp,dt d2z
(6. pont 1.) és I—Pld S 2e ™ ds de +o--5 e helyettesitjik, kapjuk

1_ T[‘Zpldt a2z dj]_
o ds ds  ras? " Prgsl T

_ o2z a2z d'c] . [d'E a2z ]
=g ds A P
Ha ezen kifejezésben az egyes vectorok derékszégii compo-
nenseit ismerjiik, akkor El értékét a 6. pont 1. alapjan determindns
1
alakjaban irhatjuk. Kiszamitva a megfelelé értékeket

S

1 7" 34" Y N 8 12— M

= — 4 ’I"
3 g’ 8’5
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Ezek helyettesitése és kell§ egyszertisités utdn kapjuk

roor. 7
—p = = a| 1 P2 Ps
v A P1 non.n
—=—p¢" W mH|="F A P P |¥
P2 s Lses s m.onr_m
1 P2 P

23. A gorbe egyenletének differential-formai.

A gorbe P pontjahoz tartozo érintd, fonormalis és binormalis
derékszogt triedert hatdroz meg. A trieder éleit jelzé egységnyi
vectorok kozott az el6z6k alapjan a kovetkezd Osszefiiggések alla-
nak fenn:

T=FBL (1)
=0 .. @)
=[TV. (3)

A tangens és binormalis vectoranak az ivelem szerint vett
differentialhdnyadosara az elé6z6 két pontban talaltuk

i s e 4)
v
% == g ............... (5)

A (2) formulat differentidlva az s szerint és felhasznélva a
(4) és (b) eredményeit kapjuk

dv 1 __ 1 -_
i R
és ebbdl az (1) és (3) alapjan
dv__=_B
A g Ter e (6)

A harom féirany differentialhanyadosai kozott fennallo (4),
(5) és (6) egyenletek a Frenei-féle formuldk neve alatt ismeretesek.

A kovetkezdkben még par, konnyen levezethetd differential-
Osszeftiggéseket fogunk felimi** Az el6zék alapjan

¥=47
;ﬂ:SH_—E_}__S_’iv |
P1 . . (D)
73 r 72 /3
7”:(3”’~—8—9)1’:—}— i +(S—)’]\7—— * 3
P o1 e/ | 2 Pzﬁ

* Kommerell V. u. K.: Allg. Th. d. Raumkurven und Flichen. Samml.
Schubert. 1. B. 2. Aufl. 1909. p. 23.

** Burali-Forti C., Marcolongo R., Lattes S.: Eléments de calcul vec-
toriel ... Paris. Hermann. 1910. p. 88.
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Y= % v ]
1
- S, ! 8’2_ 8’2 Cofe D . (8)
V= ()t B
1 £ £102
’ ’
=223
Qrf_wzél)lfi<s_’)’__i’_2v_£v ..... )
L \e 2 w?oe
’ S _
:—-\/
P2I’ 2 9 -‘-.--....(]O)
B”: (8_)\_’_ S fis_g[g
P2 f1P2 23
Ezen kifejezésekbdl konnyen adddnak a kovetkezd képletek:
’3 _
Wm=%@ .............. (11)
1
o 8’4 _ 8’4
PP =—[pfl=——v ... ... 12
[717 71| = - [=61 - (12)

A (7), (11) és (12) alapjan lathato, hogy a gorbe P pontja-
hoz tartozé triéder éleit, vagyis az érint6, f6normalis és binorma-
lis iranyat a

i—7, =[] e b=F7 ... .. (18)

vectorokkal is megadhatjuk. Ezek azonban altaldban nem lesznek

egységnyi vectorok, hanem az absolut értékiikre 4ll
g '3
n=—, b= —
“ &
A (18) alapjan uj formaban irhatjuk fel a P ponthoz tartozo

triéder éleinek és oldalainak egyenletét. Ha ) valtozo pontot jelent,
akkor az érintd, f6normalis és binormalis egyenlete irhato

[@—P, #]=0,
|@—2, [7 #71] =0,
[Q—P,W?ﬂ]:a

Ennek megfeleléen a normalis sik, a rectificilé és simulé
sik egyenlete

4
b

t =3¢

(Q_Pa ;')=07

(Q—R[?WWD:Q

@—41WVD=Q
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A (), (9) és (10) formulakbol tovabbi érdekes Osszefiiggés a
kovetkezd : -
» . g 9” _ ff" + Bﬁ”.
A (11) formulab6l kaphatjuk tovabba:
P = — Z’é .
1 P2
Ebb6l és a (11)-bél konnyen felirhatjuk a gorbiiletet és a
torsiot:

L
o1
L 7/!! [ 7/! J
P2

G

24. A térgorbéhez tartozo lefejtheto feliiletek.*

A térgbrbe minden pontjahoz tartozik oly triéder, melyet az
érintd, a fonormalis és a binormalis hatiroz meg. Kzen triéder
oldalai, a normalis sik, a rectificilé és a simulo sik a gérbe men-
tén végigesusztatva, egy-egy lefejthetd felilletet hatdroz meg. Vizs-
galjuk ezen feliiletek egyenletét.

1. A gbrbe pontjaihoz tartozo normalis stkok a gorbe polaris
feliiletét burkoljak be. A normalis sik egyenlete

RQ=0474vidwB .......... (1)

Ennek valtozasa a gorbe iveleme szerint

Két szomszédos normalis sik metsz6vonala adja a polaris
feliilet alkotojat. A szomszédos normalis sik egyenlete

@ —-Q-l—(f*?t'—?g—l—?v)ds—{— ..... 2)

2

Az (1) és (2) sik kozos pontjait a kovetkezé meggondolassal
allapithatjuk meg. Midén a térgérbe egyik P pontjabol dtmegyiink
a szomszédos P, pontba, akkor az el6z6hoz tartozé normalis
sik (@) is atmegy (Q,)-be. Ezenkdzben a (Q) pontjai altalaban
valtoztattdk a helyiiket és pedig a %, ¥ és [ mentén. Mivel T
merdleges a (@))-ra, azon pontok, melyek a (@) mozgasanal helyitkon
maradnak, csak olyanok lehetnek, melyeknek nines valtozasuk a T

* Kommerell V. u. K.: Allgem. Theorie der Raumkurven u. Flichen,
I. B. 2. Auil. 1909. p. 44.
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mentén. A két szomszédos normalis sik metszéspontjaira nézve
tehat a (2) alapjin
v
1 . 0, v=g
és igy az alkoto, illetdleg valtozo « mellett a lefejthetd polaris
feliilet egyenlete )
RQ=0+r+ov+wph ... ... ... 3)

Lathat6, hogy az alkotdk a binormalissal parhuzamosak és
a gorbiileti kozépponton mennek keresztiil.

Az alkotok egyenletébdl kiszamithatjuk az oromvonal egyen-
letét is, a mely a szomszédos alkotok metszéspontjainak mértani
helye. A (3) alapjan a szomszédos alkoto egyenlete, ha csak els6-
rendl végtelen kicsiket vesziink figyelembe

do, _ Vo ooig
Q=0+ =0+ (Br+uwl--Lf)a
K6z6s pontokban nines véltozds a f6normalis mentén, tehdt

do,  w
o T 0
honnan o % o
ds ©*
és igy
_ - o g
Q=0 -+r+pV pzds{i ......... (4)

az oromvonal egyenlete, ha benne wu a valtozd.
Allandé « mellett a (4) azon pont egyenletét szolgiltatja,
a mely felé a gorbén felvett hirom szomszédos pont normalis sik-
janak metszéspontja kozeledik, ha a gdrbe hdarom pontjat egybe-
ejtjiik. Ez esetben a ) egyforma tdvolsaghan van a gbrbe harom
pontjdtol és mint ilyen, kiozéppontja oly gombnek, mely a tér-
gorbe harom szomszédos pontjan megy at. Ezen gombot simuld
gombnek nevezzilkk és igy (4) valtozo « mellett a simulé gémbok
kozéppontjanak mértani helye. A simuldé gémb sugara ugyancsak
a (4)-bol
R = 912 + 922 (%) %
2. A rectificild stkok burkoltjanal
Q= 0 4 7+ v7 + wp,
aQ

_ v o w _
—— =T+ —V+—W
ds +pl +92
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Két szomszédos sik kdzds pontjaiban nincs valtozas a fo-
normalis mentén, tehat

v, w
~ 1+ %0
“ * P2
Az alkoto, illetdleg a burkolt feliilet egyenlete tehdt
Q=0+?—|—v"t—%v3. e (5)
1

Az oromvonal meghatiarozdsa végett vizsgaljuk az alkoto
valtozasat az (5)-bol
dp, dp,
C-l_Q_ . ‘E—pl (ZS 92%
ds 0,2

mint latjuk, ennek nines véltozdsa a fénormalis mentén. Vizsgdljuk
2

k]

tehat a e értékét. Ha ennek a fonormalis mentén esé valtozasa

eltiinik, kapjuk meg a szomszédos alkotok metszéspontjat, tehdt

dp, dp,
y P15 dS Pz% B
- —— w =0,
1 Pl P2
ebbdl v P1 P2
de,  dpy
Y'ds “ds
és a keresett oromvonal
p —
Q=0+7r+——= de, (]P (e T—ep, B) '''''' (6)
Prs ds TPy

3. Végiil a simuld stkok egyenlete
Q=0 + 74 vT 4 wv.

Ennek valtozasa

aQ v T B
v t+v€ —wa——wg-
A binormalis mentén nincs véltozas, ha
w = (),
tehat az alkotok egyenlete
RQ=0+r+17T
a tangenseket adja. Az oromvonalnal
dQ
ds + P
a normalis mentén nincs valtozas, ha v=0_0 és igy az oromvonal
R=0+7r

maga a gorbe.
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25. Evolvens és evoluta.*

Az 7= (u) gorbe evolvensének nevezziik azon gorbét, mely
az r gbrbe érint6it derékszog alatt metszi.
Ha @ pontja az 7 evolvensének, akkor
R=0+7r+97
Ezen egyenletben a ¢-t ugy kell valasztanunk, hogy az uj gérbe
érintdje merdleges legyen 7-ra, tehdt, ha az r gorbe iveleme a
fiiggetlen valtozd, akkor
ebbol
=5 + G
hol ¢ tetszésszerinti allandé. Barmely gorbének tehat végtelen sok
evolvense van és ezck egyenlete
B RQ=0+r4c—8T% .. ......... (1)
Az 7=1f(u) evolutdjinak pedig az oly gbrbét nevezziik,
" melynek r az evolvense.
Ha tehat @ az 7 evolutdjanak egy pontja, akkor & az ¥ nor-
malis sikjaban fekszik és a ¢ érintdje egybeesik az 7 egyik nor-
malisaval 7-el. Ha ezen % normdlis w szodget zar be az r gorbe

fénormalisdaval, akkor -
' n=cos®w.v4 sinwf

és igy Q=0+ 7+ n,
hol ¢ és w az r gérbe ivének még ismeretlen fiiggvényei. Annak
feltétele mar most, hogy a ¢ evoluta legyen

1Q N _[ep e, o0 7 _
[—(—E.n]—[t—{—dsn%—cpds,n]—

— I—f_{_ qp%’ ﬁ] =0. ........... (2)

A Frenet-féle formulak felhasznaldsaval kapjuk
_ dn COSs W\ _ 1 do . =
T+ S (1—(9—9—1——)1—}— ¢ (a—%) (sinwy — cos w B).
A (2) feltételbdl tehat ered
1 doy._ COs ® _ .=
¢ (E __Fs.) T+ (1_CP—91_) (coswy —sinwf)=0.
Ezen egyenléség azonban csak akkor allhat fenn, ha

* Burali-Forti C.—Marcolongo R.—Lattés S.: Eléments de caleul vectoriel.
1910. p. 92.

A pannonhalmi fiapats. f6isk. évkonyve. 29
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1 dw cos ®
———=0¢és 1 — =0.
P2 ds o
Kapjuk tehat
[ ds , _f
w_f p2+w° ® T s o

és igy az evoluta egyenlete

Q=0+r+pv+ptgof
Azon esetben, ha r= f(u) sikgbrbe, % =0 és § =7, egyittal te-
2

hat o = w, allando és igy az evoluta

Q=04+7r+p9+ptgw s,
ha ezen egyenletlen w, =0, kapjuk a sikgdrbe gorbiileti kozép-
pontjainak mértani helyét. Minden més esetben az evoluta oly
hengerfeliileten fekszik, melynek alkot6éi a sikra merdlegesek, alap-
vonala vagy iranyvonala pedig a gorbiileti kdzéppontok mértani
helye. Ezen esetben az evoluta érintdje parhuzamos a

V4 lgw &
vectorral, ugyanis
%%=%(‘7+Wwoés)~

Ebbél pedig kovetkezik, mivel

(v 4 tg w,y &) & = tg w, = const,
hogy az evoluta érintdje allandd szdget zar be a henger alkotd-
javal, tehat csavarvonal.

26. A nabla-muvelet alkalmazasa.

A 10. pont (2) és (5) egyenloségének 0Osszeadasiabdl kapjuk

ezen Osszefiiggést
grad(ab) +-rot[ad] =2(h7)a-+ adivd —bdiva + [arotd) +-[brota] (1)
Helyettesitsiik ezen egyenletben a és b helyébe a térgorbe tangensét
jelzd T veclort, mivel ¥ =1 és [T7] =0, kapjuk

Fv)T+[TrotT] =0.
Hasonloképen kapjuk tovdbba

(v7)v+ |vrotvy] =0

6s B)B+ [Brotf]=0.
Ezen kifejezések elseje frhatd még
dz

(£ V)t = o = [rot €]
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Ebb6l a Frenet-féle formula felhasznaldsaval kapjuk ezen
fontos Osszefiiggést

mint lathatd, egyeneseknél
[rot 1] = 0.
Szorozzuk meg a (2)-t vectorképen T-val

B

—=|T|rot7,T|| =rotT —(TrotT) T;
o= | Flrot =, 7] (Trot®)T;
differentialva ezt az ivelem szerint

d T dErott)_ , ,_ ., _ dt B3 B
(rot?) _ (t:lgtt)t—}—(trott)?:Jr 1ap_ P de

ds o ds p’ds
__d{xrotT)_ , (Trot7)v v ldp,
h ds o 21 + Pr P2 e’ ds B-
Ebbol
_d(roty) 1,1 .
V= . (E + (Trot ‘C)) .......... 3)

Szorozzuk a (2)-t scalarisan a v-vel, kapjuk

Ha pedig az (1) dsszefiiggésben @ = és b= 1 helyettesitést vég-
ziink, lévén [p7] = v, B ) .

rotv = 2(z ) + Bdivi— = div + [Brot I + [trot ],

N

de (TV)ﬁ—%—p;
tehat

rotv = 2;1 + B divi—z div B + [BrotT] + [trot ).

2
Szorozzuk ezen egyenletet scalarisan v-vel

Vrot\7=pg—}—\7[{§rotf]+G[frotﬁ] =

=§—}-r0tf[\73] + rot B [v 1],

2

ebbol
= —Troti4vrotyv-+Brotf* ... ..... 6)]

P2
A 10. pont (4) képlete alapjan irhatjuk ezen Osszefiiggéseket

* V. 6. 27, pont (14) formulajat, tovabba Taschenbuch fiir Mathematiker
und Physiker. III. Jahrgang. 1913. Teubner. p. 164.
29*
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divi=div[93) = Brotv—vrotf,
div v =div [3 T} =T rot—j3rot T =
T S (6)
_ 2
div=div[TV|=9vrotT—3Irotv =
= —Trotv.
Ez utols6 egyszeri format azért irhattuk, mert a (2) szerint
yrotT=0 ......... .. .. .. .. ™

A (6) képleteibdl kapjuk
Tdivi= (Brotv)T —(vrotf) 7,
vdivy = (TrotB) v — (Brot T) ¥,
Bdivp= (yrot?) B —(Trotv)B.
Masrészt kapjuk
[trots] = [[7 B rot 'E] — (vrot%) B— (Brot®)v,
[rot 7] = [B % rot 7| = (Brot?) T— (¥rot7)B,
[BrotB] = [[E7] rot B] = (ot B) v — (vrot B) .

Ezen Gsszefiiggésekbdl azonnal adodik ezen szép Osszefiiggés:

tdivi4vdivy + BdivB = [trot T 4 [srotv] + [Brotf]* . . . .. (8)

27. A nabla-mivelet kiszamitva a gorbe triéderének
segitségével.

Mint lattuk, a térgérbe minden pontjahoz tartozik egy triéder,
melyet az érintd, a fénormalis és a binormalis hatiroz meg. Ezen
iranyokat a 23. pont alapjan a
kovetkez6 altaldban nem egy-
ségnyi vectorokhatdrozzakmeg
t=tT=7v, |
a=ny=|7F"]y. .. Q)
b= 05 =77

Ezen vectorok egyittal

. egy derékszogli parallelepipe-
g dont hatdroznak meg, mely-
5 nek egy csicsban 0Osszefutd

20. abra. Olda.].ai

* Rothe R.: Anwendung der Vektoranalysis auf Differentialgeometrie.
Jahresbericht d. deutsch. Mathem.-Vereinigung. 21. B. 1912. p. 267.
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OA=1 OB=mésOb=D.

Szamitsuk ki ezen parallelepipedon segitségével a térgdrbe
vectoraihoz tartozd nabldkat.

Ha a gorbe

F—fw

vector-egyenlettel van adva, akkor a T, ¥, 3 és a ¢, n, b értékek
is u-nak a fiiggvényei és az u szerint vett differentidlhdnyadosokat
a kozonséges modon jeldlve kapjuk a Frenet-féle formulak fel-
hasznaldsaval :

o _ v at _ o ¢ dt o ¥

s~ p, dn o b ot

dv T Bdv ot dy St
& e wdi T an towa T Tay Pap(®@
B_ v B _, "t B _y

ds ¢, an~ o0 b et

Legyen most mar (O 0') a térgérbe O pontjahoz tartozd elemi
parallelepipedon, melynek oldalai

OA=dtz, OB=dn% Ob=dbp,
kobtartalma

dv = dt. dn. db. % [9 ) = dt. dn. db.

Ha-a 7 divergentiajat ohajtjuk kiszdmitani, alkossuk meg a
9. pontban jelzett szorzatokat. A parallelepipedon OBA'C és
AC'0'B’ oldallapjainal
—dndbf.f+dndbf(f+Pldt),
1

az OCB'A é BA'O'C’ oldallapokra vonatkozolag
tﬁ

—rdtdbar+dtdb€-(r+vpln,

dn)
s végiil az OBC'A és CA’O’B’ lapoknil
—dtcznﬁf+dtdns(f+vp—%,db).
1

Ezek Gsszege osztva a dv kobtartalommal adja a kovetkezd
képletet

4
divi=—ry .. ............. 3
T 0 ()

Hasonlo szamitassal kapjuk
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1 4
divi = —— e e e e e e e 4
2 P, b )
14
és dive — p_:%’ ............... 5)
Ugyanily uton kapjuk ezen hdrom egységnyi vector rotatidjat:
Bt
rotT = . T AR (6)
v S 4 4
roty = ——v—, —3 7
AR AR @
i 3 ¢
rotff = —s); - R 8)

Ezen utobbi hat képlet segitségével is kdénnyen igazolhato
az el6z6 pont (8) dsszefiiggése:
tdivz - vdivy -+ B divp = [Trot 3] + [vrotv] 4 [Brot B].

Tovabbi fontos Osszefiiggések a kovetkezok :

prdivi=p,divB ....... e (9)
TrotT=— 4 yrotT=10 Brotf—l
e b ’ Px’
t’ / _ !’
Troty=———p 9YTOtY = ———= Broty =——¢- - (10}
pa P2 @b . P
14
= R = .= 1
Trot3=-——— vrot3=290, rotff = —
B o) B prots o
Ezen csoportbél kozvetleniil felirhatok ezen egyenletek:
piBrott=p,Brotf=1.......... (11)
prirotT—p,Trotf=0 .......... (12}
p;8rotv 4 p,Trotv =0 ... .. ..... (138)
%=\7rot9—frotf ............ (14)
2

Mint latjuk, ezen utols6é Osszefiiggés egyszeriibb, mint a
26. pont (5) képlete.

28, Alkalmazas a c¢savarvonalra.

Legyen adva az (zy) sikban az
= P (31) g+ (31) &
gorbe, hol s, a gorbe ivhossza bizonyos ponttol szamitva. Azon egyenes
henger egyenlete, melynek alapja vagy iranyvonala az adott gbrbe
7 =17, + XE,
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Ezen hengerfeliiletre irt azon csavarvonal egyenlete, mely a
henger alkotdit & szog alatt metszi

F=rF8tg88 .. ... (1)
A csavarvonal ivelemének vectora

_ (dg,_ | dy,_ _ )
dr = (_dsl g + s, g+ tgCE)ds,
az ivelem pedig

-V
ds_V(dsl -+ s, +t920.ds

vagy tekintettel dep® + do,® = ds?
egyenldségre,
— ds
s =1 +1g%8.ds, = — < o oo i
ds =1+ tg?3.ds, o 2)
i . s, +e¢
bbol = e
és ebbd § =553 (3)
A esavarvonal tangensének vectora
_dr dr o _ C s
Tt (Tsijhtgo%)coséztlcosa—f—sméea oL@

ha az irdanyvonal tangensének iranyat T,-el jeldljiik.

A (4) egyenléséghdl kapjuk

Jo_dr _ dr ds

o, ds  ds ds

hol p az alapgbrbe gorbiileti sugara. Ezen képletb6l lathatjuk,

hogy v =¥, vagyis a csavarvonal fénormalisa parhuzamos az alap-
gorbe normalisaval, tovabba az (5)-b6l adodik

08 8 = 51 cos®8, . ... .. .. )]

CCOSPE=10 . vt (6)
A v=9=ET]="¢&5+¢E ..... . ... ()
egyenletb6l a Frenet-féle formula alkalmazasaval kapjuk
dyv  dv,ds, 9, T B
T Y e = — — — E,
ds ds, ds  ds, 01 P

A (4) alkalmazasival

B=I[tv]=[% 9] cosd + [ V]sind =

=75Co8se—Tsing, ... ... ... ... 8)
ebbol ) ) ) i
@:—@@sirﬁ: — o8 dsind = 2
ds ds, ds ¢ [

Ez utébbibol
p,sin8cosd =—p
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és a (6) eredményét haszndlva, kapjuk
e
Z=—1g3,

o Y

vagyis barmely csavarvonalndl a két gorbiileti sugar viszonya éllando.

Ezen tétel fordifottja is 4ll: vagyis azon térgtrbe, melynél«a
gdrbiileti és torsio-sugdr viszonya allando, csavarvonal. ¥

Ha ugyanis
b,
P2
akkor a Frenet-féle formuldk alapjan irhaté
v dp
g = P2 g
: dt  dp
R 0,
ki—B=e,

hol e allandé nagysagu és irdnya vector.
Szorozzuk ezen kifejezést scalarisan T-val,
k= (e7x), -
a mi azt jelenti, hogy a T-nak az alland6 e-re valo vetiilete min-
dig %, vagyis a gorbe allandé szbg alatt metsz bizonyos irdnyid
egyenest, tehit csavarvonal
Alkalmazzuk most a 27. pont eredményeit. Mivel

S , 1
P=o+o/ +@ =1+ =5
allando, tehat ¢ = 0.
Ennek felhasznalasival azonnal irhatok a kovetkezd Ossze-
figgések

divi =0,
divV = — 1-5
B P

divp =0,

rot T= Ea

1

rot v = -,

2

* Kommerell V. u.K.: Allgemeine Theorie ... L. B. 2, Aufl. 1909. p. 34.

Burali—Forti C.: Introduction . .. Paris 1897. p. 125.

Scheffers G.: Anwendung der Diflerential- und Integralrechnung auf
Geometrie. 1. B. Einfilhrung in die Theorie der Curven in der Ebene und im
Raume. Leipzig. Veit. 1901. p. 221.
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B
rot 3 = -,
; Pa 1
Brott = — Brotf=vroty=—
’ P P P P2

Ko6ros csavarvonalnal
- s _ .8 _ _
F= acosasl—l— c&sm?lsz—l—csaf,.

Itt az alapkornél p = o, tehat a két gorbiileti sugir maga is
allando. Forditva, ha valamely térgbrbének gorbiileti sugara és
torsidsugara allandd, akkor a gorbe koros csavarvonal. Ez esetben
ugvanis a két sugar viszonya is 4llando, tehdt a gbrbe csavar-
vonal, masrészt a (4) képletbdl kdvetkezik a p dllandosiga, vagyis
a henger alapgdrbéje kor.

29. Bertrand-féle gorbék.

Az r={f(u) és 71 =f (u) radius-vectorokkal meghatarozott
gorbéket Bertrand-féle girbéknek nevezziik, ha mindkét gérbének
ugyanaz a fénormalisa.* Ha a két gorbe egymashoz tartozd P és P,
pontjainak tavol-
siga A, akkor -
=745 . (1) A

Haazujérintd
irdnya @ szoget zar
be az r simul6 sik-
javal, akkor allanak
a kovetkezd kap-

csolatok P ﬁ
T, = TCOos ¢ —
—Bsing ... (2
BJ = Tsing 4+ _ o
+Beose ... (8) “T r
Differentialva
az (1)-et, a Frenet-
féle formulak fel- 21, 4bra.

hasznalasdval, nyerjiik

* Darboux G.: Lecgous sur la théorie générale des surfaces... Gauthier,
Paris. 1. Partie. 1887. p. 13.
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d'l_’l_d/rldgl _%_( )\)_77&— 7(17;)\
ds  ds, ds  “ds 1 K Bty ds’
vagy a (2) értékét helyettesitve
48 osor B *_(__) _rg g0
g COS T dssmcpﬁ— 1 . T ﬁ—}—v

ezen egyenloséghdl ered

P

l

1s PN
£—coscp——l——~~,

ds 2
Ef;_l sin = % és % = 0’
és igy kapjuk . Ne e ]
ds? (1*?1)1 +§ N ERTERRS @
. I
= const és E —{——pngf=7 Jl

Ha az 7, gorbe gorbiileti és torsio-sugarit B, és R,-vel jelol-
jiik, mivel a két gorbe fénormalisa ugyanaz, a (2) és (3) formula-
bol kapjuk
v o_dy 4y ds (coscp sincp) ds
R, ds, dsds, e p /Jds

v d@x_dS ds (sincp

(sm:pr-{—cosgo@)d ds

cos go) ds ds dy

Tslv + (cospT—sinp ) —— a5 ds

R, ds, ds ds, T

21 P2

d
Ezen egyenl6ségekbdl kapjuk s 0, tehat ¢ = const és igy

ds
1 (cos . sin cp) ds
g (Pt SRt ) st 5
Rl o} [ (181 ( )
1 <sin © . cos go) ds ‘
=i T S 6
Rz Pl + 92 (281 ( )

A ) = const. és ¢ = const. a Serret-féle tételt fejezi ki, mely
szerint az r és r, gorbe triédere merev kapecsolatban van egy-

Bianchi L.—Lukat M.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. 2. Aufl.
1910. Teubner. p. 32.

Cesaro E.—Kowalewski G.: Elementares Lehrbuch d. alg. Anal. Teubner
1904. p. 634.

v. Lilienthal R.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. Teubner I. B.
1908, p. 286.

Burali—Forti C.: Introduction & la Géométrie différentielle. Paris.
1897. p. 153.

Tannenberg W. de : Le¢ons nouvelles sur les applications géométriques du
calcul différentiel. Paris. Hermann. 1899. p. 89.
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massal. A (4) utolsé kifejezése szerint a Bertrand-féle gorbe gor-
biillete és torsija kozott allando egyiitthatdju linearis kapesolat
all fenn. :

Mivel az r és r, kozotti viszony koOles6nds, eddigi targyala-
sunkat forditva is végezhettiik volna, csak a A és ¢ értéke helyett
— A és — @ értékeket helyettesitsiink. Ez alapon kozvetleniil irhatjuk
a kovetkezd Osszefiiggéseket

1 etgg 1 ds? ( 1)2 22,
R, R, A ds® 1+ R, T RE2CCT @
és az (b) és (6) alapjan
1__((30530 sincp)@ Q
R & sy - i R 8)
1 (¥ sing | cos cp) ds, ¢
P S ) IR ©)
ezen egyenletekre gy is rajuthatunk, hogy az (5) és (6)-ot pl és g'l‘e
megoldjuk. 1 2

Akar az () és (6), akar a (8) és (9) négyzeteinek Osszegét
veszszilk, kapjuk ezen Osszefiiggést

1 1) 9( 1 1 )
2 — ds2{—= 1 = ).
ds (912+ ~ ds, R12+ RE) (10}
Ha pedig a (8) és (9) értékeit a (4) utols6 képletébe he-

lyettesitjiik, ezen
1 sing ds

R, ) ds
Osszefiiggésre jutunk. Hasonlokép irhatjuk
1 sing ds,
6, 4~ ds
Ezen két egyenléség Osszeszorzdsabol kapjuk
1 sin® o
Tg, — E e (11)
szavakban kifejezve kapjuk Schell tételét: az egymiashoz tartozd
Bertrand-féle gorbék torsidinak szorzata allando.
Végiil bebizonyithatjuk Mannheim tételét, mely szerint az
r és r, megfeleld pontjainak és a hozzatartozé gorbiileti kozép-
pontoknak kettés viszonya 4l-

lando. P M B M,
Ha a P és P, pontokhoz N ' '
tartozo gorbiileti kdzéppontokat 99 4bra.

M és M-el jeloljiik, akkor



460 A VECTOR-SZAMITAS ALKALMAZASA AZ

1
o By

b )( %)

Szamitsuk most ki a (4) és (7)-bol pl és l értékeit és he-
2

(PP,MM,) =

lyettesitsiik a (11)-be, kapjuk ezen Osszefiiggést

coszc,ci(L_l) (1 L)
= U UTtE)

Ezen értéket felhasznalva
1
(PP, MM)= cos%o = const.

III. FEJEZET.
Feliiletek elmélete.
30. Az érintd és érintosik.

Ha valamely feliilet egyeniete a Gauss-féle gdrbevonalu coor-
dinatak segitségével kifejezve
= (%,v), ¥y =9, (%, 0), =195 (1, U);
akkor vectoregyenlete az origdébdl kiinduld radius-vectorral
r=¢ (MJ U) g+ ¢, (uJ U) &+ ¢ (ul V)&= F(“‘; v).

Ezen feliileten is vizsgaljuk az « és v paraméterrel meghata-
rozott P pontot. Legyen ezen pont szomszédsagiban a P, pont,
melynek paraméterei (u -+ du, v - dv), ezen pont radius-vectora

—F(u4du, v+ dv) =7 +7, du -+ 7 dv+e,
hol € a masodrendli és magasabbrendd végtelen kicsik Gsszeségét
jelzi, ha du és dv elsérendiek.

A PP =%—r=dr=7,du+7dv
a két vizsgalt pontot Osszekitd vector értéke.

Ezen vector absolut értéke a vonalelem

ds = | dr],
és ennek négyzete

ds? = |dr|2=72du®+ 2 (7, 7,) dudv + 72 dv? =

=Ed+2Fdudv+Gdv . ... .. .. ... ..., (1)
hol E=v2 F=rr, G=r2 ... .. . ... .... (2)
a Gauss-féle elsérenddi alapmennyiségek.
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A vonalelem vectordb6l a tangens irdnyat jelzd egységnyi

vector
dr _, du

_, v

ag =Ty -(i‘—g + Ty ;Z—g
lesz. Mint lathato a feliilet egy pontjaban végtelen sok érint6 van,
melyeknek irdnya a du és dv valasztasatol figg. Ha az w és v
kozott a ¢ (w,v) =0 egyenlet all fenn, akkor ennek differentidlasa
gr, du + ¢, dv =0 Osszefiiggést szolgaltatja a du és dv kozott és
ezen irdnyban a tangens-irany

= (e B) 1 (7 B )

tcp (’ru /r!) CP; ds T’u CP’ + /rv (ls

u°

al

A 9 (u,v) =0, illetdleg a ¢, du + ¢, dv =0 Osszefiiggés tehat
azon pontokban, melyek egyenletét kielégitik, hatdrozott tangens
iranyt ad és ez a fellilet egy gdrbéjének egyenlete.

Ha a vonalelemnél ¢ valtozasa dv =0, akkor oly v = const.
gbrbét vizsgalunk, mely mentén csak u viltozik és a feliilet ezen
gorbéjét w-paramétervonalnak hivjuk. Ezen gérbe vonaleleme

ds,2=712du®= E du?
Erint6jének vectora

o, du 7,

T, =7 —_
u [ (ZS“ VE

A v-paraméter-vonalnal

ds,? = r.2dv? = G dv?

bvid

és _ _, dv 7,
Ty = Ty = T—"
ds, @

Vizsgaljunk most a felillet egy P (u,v) pontjabol kiinduld
két (du, dv) és (Su,8v) iranya vonalelemet.
A két vonalelem vectora

dr =7, du + 7, dv, dr
Sr=7, %u -+ 7, dv.
Vegyiik ezek vector-szorzatat F F
[drdr] = [7, 7%] (du e — dv Bu).
Ennek absolut értéke adja a két vonal- 23. 4bra.

elem kozott 1évé parallelogramma teriiletét.
Nézziik tehat (7, 7,] absolut értékét, e czélbol emeljiik négyzetre
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~ = — 2= —y = 2 9 Ju Ju Ju
[’ru,rv 2=’I'u2’ru2—'(‘}"u7'v)2=EG'—F = D*= ?ici_l/i? . (3)
dV dV vV

tehat az elemi teriilet

do=D(dudv—dvdu) ........ e @
A két paraméter-vonal altal bezart elemi teriiletnél Su =0 és
dv =0, tehat

do, = D du dv.
Alkossuk most meg a dr és &r scalaris szorzatat:
dror = ds 8s cos &« = F du du -+ F (du v + dv du) + G dv v,

hol « a két vonalelem 4ltal bezart sz6g. Ebb6l a hajlasszog

cosinusa
_Edudu+ F(dudv+ dvdu) + Gdvdv

cos® ds 8s
A paraméter-vonalak &dltal bezart szog esetében
Fdudv F

............ (5)

COS oy = Ts.ds. V—E_'—G
Ebb6l lathatd, hogy a paraméter-vonalak merdlegességének
feltétele
v, r=F=0
lesz. Az (5)-b6l kaphatjuk tovabba ezen értékeket

. D M~9.
smaco——v—ﬁ és tg o ==

A feliilet P pontjabdl kiinduld 6sszes vonalelemek egy sikban
fekiisznek, amit abbél lathatunk, hogy mindegyik az 7, és 7, segit-
seégével linearisan eloallithatd. Kzen sikot a felillet P pontjahoz
tartozo érentd sikmak nevezzik. Ennek egyenlete

Q=P+ 7+ 27!+ pr,
Q=P—+7r+r%5, 4+ 17,

alakban irhato, hol 4 és . egymdstdl fiiggetlen valtozok.

vagy

31. A feliilet normalisa.

Hatdarozzuk most meg a felilet P pontjdhoz tartozd azon
egységnyi vectort, mely merdleges a feliilletre és oly helyzeti az
7, és 7, irdnyokhoz, mint a (2) tengely az (x) és (y)-hoz. Ezen
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vector irdnyat az [, v,] szorzat adja, s mivel ennek absulot értéke
D, a keresett vector

n=

(7, 7]
N RRRRREEE (1)

Ezen iranyt a felillet normalisdnak
nevezziik. A normalis, mint latjuk, merd-
leges a P pontbol kiindulé és a feliilet-
hez tartoz6 minden vonalelemre, vagyis
az érintdsikra.

A normalis iranyat részletesen

kiirva
_ 1[3:0_ ay _ dz . dxr Y _ azﬂ]
=55 +ﬂsz+£€3’ éTUE‘+5TUEZ+£€3. ==
E & &
1 dx Jy Iz
= D du U it |,
9z 3y 22
dv dv dv
Ebb8l a normalis irdnycosinusai
ay 22 929w 9z 7y
E— 1 |gugu _ 1jonau E— 1 |auwau
Dloyoe "7 D|ozax) T D|away|
dv v dv dv dv dv

Innét még az is lathato, hogy
dxdy > |y Iz |dzdx|?

D2 — U1 + 5}} au + % e .
dmay| " yaz| | 9z0m
av v v v dv Jv

Az 7 ismeretével felirhatjuk a felilet P pontjahoz tartozé
normalisnak az egyenletét, mely lesz
Q=P+ wn.
Azon felilet egyenlete, mely az eredetibdl tugy keletkezik
hogy normalisdra az allandé a tavolsagot rdamérjik
R=PFP+an,
ezen feliilet elemi vectora
dQ=dP-+adn.
Szorozzuk meg ezen egyenlGséget 7-el, kapjuk

nd =0,

2
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tehat az 4j felillet vonaleleme parhuzamos a régi felillet megfelel6
vonalelemével és igy a megfelel6 pontok érinté sikjai is par-
huzamosak.
Az n segitségével kiszamithatjuk az origonak az érintdsiktol
vald tavolsagat is, .a mit ha T-vel jelziink,
T=mnw
ebbdl kapjuk
T, =mwn,r, és T,=mn,7r.
Végil az érintosiknak ujabb egyenletét is megallapithatjuk.
Ha ugyanis a P pont érintésikjainak valtoz6 pontja ¢, akkor a
@ — P vector allanddéan mer6leges az 7m-re és igy
@—P)[r.r]=0
egyenldség viltozo ¢ mellett az érintdsik egyenletét szolgaltatja.
Vizsgaljuk most a feliilet viselkedését egy P pontjinak szom-
szédsagaban, E czélbdl messiik a felilletet a P ponthoz kozel oly
sikkal, mely parhuzamos a P érintdsikjdval. Az igy létrejévd sik-
metszet a P ponthoz tartozdé Dupin-féle indicatriz.*
Ezen gorbe pontjaihoz a P-bél kiindulva kétfélekép juthatunk
el: mivel a P-nek szomszédos pontjai, azért radius-vectoruk a
harmadrendi és magasabbrendi végtelen kicsik elhagyasaval
r+dr+1d%
alakkal jellemezhetd, masrészt a P-bél kiindulva a normalis mentén
A tavolsaghan és innen az érintdsikkal pdarhuzamosan haladva el-
juthatunk ugyanazon pontba, tehat frhatjuk
Fdr i =7t a¥, BT, FAm ... (1)
Ezen kifejezésben az « és B elsérenddi, a X pedig masod-
rendl kicsinyek, ha a dr = 7, du 4+ ¥, dv kifejezésben a du és dv
elsérendii végtelen kicsi mennyiségek.
Szorozzuk meg az (1) mindkét oldalat 7 vectorral, egyszeri-
sités utdn marad
Qi=dtra=Ldu®+2Mdudv+ Ndv?, ....(2)
ha egyszertiség kedvéért
Fun=1L, Fn=23 ¥n=N
roviditéseket hozzuk be.

* Kommerell V. u. K.: Allgemeine Theorie... L. B. 2. Aufl. 1909. p. 84.

Scheffers G.: Anwendung der Differential- und Integral-rechnung
auf Geometrie. II. B, Einfithrung in die Theorie der Flichen. Leipzig. Veit.
1902, p. 135.
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A (2) tehat a Dupin-féle indicatrix egyenlete. Ha ezen ki-
fejezésben
LN- MP<0 .............. (3)
ez esetben a 4 akar positiv, akdr negativ el6jeldi, mindig két valos
(dw| dv) értékpart kapunk, mely a (2)-t kielégiti. Geometriailag ez
annyit jelent, hogy a P pont érintésikjanak barmelyik oldalan
messiik is a feliiletet az érintdsikkal parhuzamosan, a metszés- |
vonal mindig valos és hyperbola, innen mondjuk a £ pontrél, hogy
a (3) esetében hyperbolikus pont.
Ha pedig
LN—M2>0
akkor a (2) a A-nak csak egyik el6jeld értékei mellett ad valos
megoldast. Ez esetben a felillet az érintésik egyik oldalan helyez-
kedik el, a metszési gbrbék pedig ellipsisek. A P pontot ez eset-
ben elliptikusnak mondjuk.
Ha ellenben
LN—M*=0
a A egyik elojeltd értékei mellett két egybeesd értékpart kapunk.
A P pont kidrnyezete tehdt a P érintdsikjanak egyik oldalan fek-
szik és az érintdsikkal parhuzamos metszet els6 megkozelitéshen
egyenespar. A P pontot ekkor parabolikus pontnak mondjuk.*

32. Fobb dsszefliggések a feliilet vectorai Kozott.

Miel6tt tovabb haladnank fejtegetéseinkben, a feliiletnél fel-
1ép6 vectorok kozott bizonyos sszefiiggéseket fogunk megallapitani.

Rovidség kedvéért ezeket a — részben mdr hasznalt — rdvi-
ditéseket vezetjiik be:
LT = (r. 7)) = (7)) = G, 1)
(r i) = m, (m Tow) = 10, (r7y,) = m", (2) **
(r, ) =, ToTo) =, (7 75,) = 0", (8) %

* V. 6. a 33. pont eredményeivel.
** A (2) és (3) képletcsoport megegyezik a Christoffel-féle elsbérendil

jelekkel : )
|7.I.11] —m, [112J — [2 )] —

[ ] =n [] =, [%] ="

L. Bianchi-Lukat: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. 2 Aufl. Leip-
zig, 1910. p. 41 és 66.

A pannonhalmi féapats, féisk. évkinyve. 30
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(7 7l) = (m7y,) =M, (B7,) =

(fr' ) = —L, (7, ng)=(r,7;) =—M, (?; Tiy) = N
. rr]=DL, 7, (7, 7] = D M, o 7 7] = DN,
rrr)=—DL, 7[r7r,)=—DM, r,[7 7, =—DN,
(7 Bl 7 7 = D2 p, (7, 77 v =D, [7. 7] 7] = D",

[WMML—WmMJMM—UmMWWM=Uﬂ
n 7, 7] = Dp, 77, 7 = Dy, w7, 7%,) = Dyp”,

nlr, 7] =Dy, 7 [r. 7] =D, i (7, 7] = D ¢".
Ezen kifejezésekben
D2=[r)P=EG—F? ..........
és Dun=[rv] ...... . .. ...,

(4)
(4,)
(4)
(4,)
()
(6)*
()
(6:)

A 6. pont szétbontdsi szabdlya szerint konnyen felirhatok a

kovetkez6 kapesolatok:
[%wl| = Fr.—p%,  [RER] = ern—FF

vagy
D7, #] = F7,— E7, D77 = G¥,— FF,

)
()

Ha a paramétervonalak egymdasra merélegesek, ebb6l kapjuk:

- E _, G -
7, 7 ral= | Z.7.
(7, 7] = ]/G A=)/

A 6. pont (V.) alakja szerint:
[;:4 ;:)] [;‘;:u ;‘;:L] =m n’ - m’ n
7. 7] 70 rw] S A

[ ,’ ][frvv’ruujzm n¥mn”

¥} w)|=FL—EM
77 n)=FM—EN
['r"/f'][r' ﬁ:‘] . GL*FIL[ --------
7, 7)) [rofie) =@M —FN

* Az (5) és (6) formuldi egyszerii Osszefiiggéshen vannak a masodrendi

Christoffel-féle jelekkel
Mh=—a (A=-r fB--v
{.

\
/
(o= =2 (5 =

Bianchi—Lukat : i, m. p. 42 és 66.
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[t 7| =L7—nw, |

. e e e (12)
| 7Rl =27 N7 |
vagy ez utébbiak mds alakban
D (w, n) = L7,— M7, | I (12)
D [#, #) = Mr,— N7, J
[Z o)l n) =LN-—-M>~= /. ... ... (13)
A 6. pont szétbontdsi szabalya szerint:
[?;fu (73, ?]l =nv,—mr,= D[, @,
|7 ml| = w' e — w7 = D(#,a) e (14)

[hv (7, Tv]] =n"¥, —m"¥, = DI[r],nl

Ezen kifejezésekbdl tovabbi Osszefiiggéseket a kovetkezo
modon nyerhettink. Differentialjuk az (1) sor tagjait #, majd a »
szerint, akkor a kovetkezd képleteket irhatjuk fel:

db aF w aGd ,
%—2776, 31{ +n, x—gn, I (1~)
9E o aF G ., °
o =2/, o =n' 4+ m”, 9@-2%. l
Ezen Osszefliggésekbol viszont
158 w L2E L, o 156
Tk 2w’ T av 2 ou’ {
_9F 1oE . 1a6 L, 146 1o
T ou 2av’ T2 au’ REr

Alkalmazzuk most az (5) és (6) képleteire a 6. pont 3. alatt
bebizonyitott tételt, kapjuk a kovetkezd egyenleteket:
D*p=En—Fm D*p=FEn —Fw, D*p" = En" —Fm”]
Dq=Fn—Gm D¢ =Fn —Gw, D*¢'=Fn’—am’|

Ezen egyenletekbél
— Fp«Eq, m = FY])’——E(]’, m’ = Fp”——EQ”, ]
n=Gp—Fq n=GQ)y—F¢, W=Gp —Fq. | - (18)
A (17) vagy (18) csoportbol egyszerii szamitissal nyerhetd
Dz(pq/——p’q)—mn’wm"n ]
DAy " —p" ) =m0 —m" n' ------ (19)
D*(p"q—pq)=m"n-—mn" [

(17)

tovabba
30*
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D*(p?—pp") = E*(n?—nn") — EF (mn" —2m' v +
+ m" n) + F2(m"?—mm"),
D?* (QJE—Q'Q”) — Fz(nrg__,n nn) —FG (mn"—Qm’n’ +

o n) + G (' —mm"), .. (20)
Dp'd—pq") = EF( 2—nn")—EG (m'n' m''n) —

— F*(m'n mn”) + FG (w/ mm”)
D (p'q’—p”q)=EF(n —nn") -—EGmn —mn")—

— F>m'n —m"n) + FG (m’2 —mm”).
Es ezek megforditasabol
m?—mm" = F? (p*—pp")— EF (pg"— 29" ¢ +
+2" )+ E* (¢ —qd"),
n?—nn" =G> —pp") —FG " —2p ¢ +
+p" )+ FA(dP—q« 1")
mlnl_mnlleG( pp”) (’ v p{l”)_“
—EG{W (- p”q) + EF (4% —qq"),
m'n —m"n=FG@*—pp") —F* ¢ —p"q)—
—EGW - pd" )+ EF@*—qd).
A 6. pont 3. szabalya értelmében, figyelembe véve ##, =0
és nr, =0 egyenloségeket, konnyi felirni ezen képleteket :

. (1)

['ﬁ e ] [‘”’ 5;” J = 7—":& ;‘;u» \
7] [, = P, T,
(7 7] [0 7y, = 7, 70,
N A (22)

(7 7)) [ 7,] = %y Ty
(7 7] (7 7] = 7y 7,
[nn] [Rry,] = Ry 7,
A baloldali tényezék helyébe betéve a (12,) és (14) alatti
értékeket, kapjuk ezen Osszefiiggéseket:
D2 (#, 7)=L(Fn—Gm)—M(En—Fm)=D*(Lq¢—M p),
DX, v,)=L(Fn—Gm)—MEWN—Fw)=
— D2 (L — M),
D2, ry)=LFn—Gm")- MEN —Fmn')=
= D*(Lq"— Mp"),
D2 (n, 7, )=M (Fn—Gm)—N(En—F m)=D?(M q—Nyp),
D2 (v =MFn-—Gm)—N(En -Fmn)=
— D21 Np),
D2, v)=MFn"— @m'")—NEW —Fm') =
—_ T)° (ﬂ[(lﬂ_ Np").

(23)
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A (2) és (3) sorok differentialdsabol a kovetkezd kapesolatok

irhatok:
am am'_an' an’ "

— — = 1 2
v du av U L (24)
an’_gm _om_an' _ PP _1PE_136 _
au 90 Jv Jdu ouav 28 Bgw .- (20)

= (i) — (L) =T
Differentidljuk most a
D? = 7, 7] [7, 7]
kifejezést « és v szerint, kapjuk
D D, = [r, 7] [ri 7]+ [r. ] 7.7, = D (9" —q),
D D, = [r, %) (7, 7] + 7, 7)) (7 7] = D* (9" — )

honnan
D,=D(p —q) és D,=Dp"—¢q¢) ..... (26)
Ezen egyenletek mds alakban is irhaték:
QIOgQ_ ' ilOgD " ’

Ju P 2, Jv =Py —q.

Es ezen két egyenloséghol kovetkezik

”

ap_dq_ v 9d
dv  dv  du Jdu
A (26) képleteibdl kovetkeznek tovabba ezen egyenldségek:
P —pDy=D(p?—pp" +pd—pq) ¢
pI!Dt pD’¥Q'D’ qu D(pr ’ 729”(1) PN (28)
(]" D; —yq Dr — D( _ qqll +pr n_ lf (1))'
A 6. pont (V.) formulaja alapjan irhatjuk tovabba
[ﬁ K:u] [ﬁ ;:v] [?’l/ Tuv] [77" '—':::v] =I— A
Ugyancsak a 6. pont 3. torvénye alapjan irhatjuk a kovetkezd
egyenldségeket:
[;;t ;'::u] l;‘u ;';vl [ :c ;:v] [;‘:L ;.Zv] = EI‘ + ”1’2 —m m”
[;:‘ ;‘;”U] [;; ;::u] [,r ruu] [T ,ruv] T + m, n'_m n” et (29)
[ 7 [P 7 ) — (7, 7] (7, 7] = G T+ 0 —mn.

Tovabbi, a p és ¢ mennyiségek differentidlhanyadosaira vonat-
kozo dsszefiiggéseket a (17) esoportbol kapunk, ha ezeket differen-
tidljuk és a (15) és (25) eredményeit felhasznaljuk:

a(D*p) I (D*p) _ g(ip 819) .
av dUu =D av au +2D(pD pD)

= ET +m? —mm" + 3 (m'n—mn),
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a(sz’) a(sz”)_ 2(a_pt ap) ’ ” N
v au_—D v Jdu +2D (' D, —p" D) =

=FI'+m"n—2mn" + w'n
d(D*q) a(D*d) _ 2(9_(1 8(1)
av 7o PGy o) TRPeD—d D)=
=Fl4+m'n—2mn"” + w' v,
dD¥) aD*{") _ 5 (91 Jﬂl) . Ty
av  du =D (av P +2D D, —q" D) =
=GTU+n2—nn"+3m'n —m'n").
Ezen osszefiiggésekbol a (28)-at szem el6tt tartva

d ay 9 2 4
b (—p_a%) =2D2(p*—pp"+pd—p )+
+ ET + w2 —mm” 4 3(m'n—mn),
’ 17
D2 (ip‘_ap ) =2D*(p ¢ —p" ) + FT +w"n—
—9mn” + ' n',a
4
b2 (a%‘%) =2D*(p' ¢ —p" ) + FT +m"n—
—2mn” + w'n,
R qr aqll 9 o 1o ’ ron ”
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