BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK
ALSO KORLATJAROL.

Bevezetés.

Ismeretes A. Marxorr ! kovetkezd tétele:
Legyen [(2) tetszdleges n-edfoki polinom, melyrea —1<z <1
szdmkozben

If@)] <1; (1)

1f'(2) | < n? 2)

alkkor ugyanitt

s az eqyenldséq csak a z= 4 1 helyeken dllhat fenn. A széls6
értéket szolgaltaté polinom - cos(n arc cos 2).
A fenti tétel méas alakban: ha f(z) n-edfok polinom, akkor
max | f'(z)|
—1 gzéi

max |f(2)]
-——-1§z§1

[IA

n (3)

Az intervallum belsé pontjaiban S. BernsTrIN ? becsiilte meg
a differencialhanyados értékét: ha a — 1 <z <1 szdmkizben
(1) érvényes, akkor ugyanott:
n

'@ < Vice (4)

A fentiekhez hasonléan kereshetjiik a polinomok differencial-
hidnyadosdnak korlatjat, ha az (1) egyenl6tlenség a komplex

1 Uber ein Problem von D.J. MENDELEJEFF. (Oroszul, német kivonattal.)
A szt.-pétervari Akadémia kiadvanya. 62 (1889); 1—24.

2 Sur Vordre de la meilleure approximation des fonctions continues
par des polynomes de degré domné. Mém. publ. par la Cl. des Sc. de
I’Acad. de Belgique. 4 (1912),



BIZONYOS POLINOMOK MAXIMUMANAK ALSO KORLATJAROL. 59

szamsik egy tetszéleges ponthalmazira érvényes. Az elsé ered-
mény e téren Riesz M.? nevéhez fiizédik:

Ha a |z| <1 kor keriletén (1) érvényes, akkor e tarto-
mdnyban

s az eqyenldséq csak az a.z" polinomokra dll fenn, hol |a|=1.

Vagyis n-edfokt polinomra
max |f'(z)]
lz]1<1

max _|f (2)]
131<1

<n. (6)

W. E. SeweLL? ellipszisalakG tartomdnyokra altalanositotta
Riesz tételét: Ha a (—1, 1) és (—ai, ai) tengelyii (0 <a < 1)
ellipszis keruletén (1) érvényes, akkor ott

n
Iz) S i

Szeeé G.° korlatos, zart, Jompan ivvel hatirolt M tartoma-
nyokra terjesztette ki Markorr tételét. Szerinte n-edfoki f(2)
polinomokra (e, és ¢, az n-tél fiiggetlen dllandok, ¢ >0 és
tetszéleges)

(2|

max |f(2)]
zeM

(7)

< ¢, (M, z).n, (8)

ha z, M-nek hatdrpontja, és M pontjai a 2,-bol hizott két
olyan félegyenes kozé esnek, melyek eqymdssal a.m szoget zdr-
nak be (0 <a < 2). Tovdbbd

7'z :
TEATOIR b L ©

8 Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen
fiir Polynome. Jahresber. d. deutschen Math. Vereinigung. 23 (1914);
354—368.

4 On the polynomal derivate constant for an ellipse. Amer. Math.
Monthly. 44 (1937); 577—578.

5 Uber einen Satz von A, MARKOFF. Math. Zeitschrift. 28 (1925);
45—61.
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60 EROD JANOS.

ahol z, a sik tetszdleges pontja. Szreé tétele nagysdgrendileg
pontos.

Fexere M.® kimutatta, hogy azoknak a polinomoknak a gydkei,
melyek miatt (9) nem javithato, az M halmazon fekszenek. TurAN
PAiL felvetette azt a kérdést, hogy forditva mit lehet kimondani
azoknak az m-edfokui [(z) polinomoknak a differencidalhanyado-
sarol, melyeknek gyokei az M halmazon fekszenek, s amelyek
az M halmaz egy pontjiban az 1 értéket felveszik. Ezt a fel-
tételt kielégité polinomosztalyt £ (M)-mel jeloljiik. A kérdés igy
is megfogalmazhato : létezik-e £ (M) polinomjait tekintve

max | f'(z) |
zeM A
max | f(2)|
szdmdra alsé korldgl? ;
TurAN bebizonyitotta, hogy ha M, a (—1, +1) intervallum,

akkor £(M;) minden n-edfokt f(z) polinomjira van M,-ben
olyan ¢ pont, melyben

If'Ql=29n, (10)

és ha M, halmaz az egységkor, akkor E(M,) minden f(z) poli-
nomjara van olyan {eM, pont, hogy

1) = 5 (11)

mely utobbi nem javithato. Azaz
max |f'(2)]
—lézgi

max |f(2)|

—i<a<t

s

V7, (12)

=%
ha f(2)eE(M,), és
| max |f'(2)]
2] <1

max |f(z)]

lz| <1

ha [(2)eE(M,). 7

6 Uber den absoluten Betrag von Polynomen, welche auf einer

Punktmenge gleichmdssig beschrdankt sind. Math. Zeitschrift. 26 (1927);

324—344.
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Az 1. §-ban Turin (10) alatti eredményét és annak szigori-
tasat taldljuk. Bebizonyitjuk, hogy van olyan

81’. E’,-.., En,ocn

zérus-sorozal, hogy [(2)el’(M,) esetén bizonyos —1 =<1

pontban :
1@ ;_‘/ ok ()
(14) nem javithato.

A 2. §-ban (10) és (11) 4ltaldanositasat targyaljuk. Legyen M,

- tartomdny a SeweLy tételében szerepls ellipszis. Ha f(2)ek (M),

akkor van olyan CeM,, hogy
' :
(0] = max (%—“— = Vn)- (15)

A 3. §-ban megvizs_gé:ljljk, hogy a 2. § modszereivel mely
tartomdnyokra taldalhatjuk meg TurAN problémaéjénak megoldasait.
Végiil a 4. §-ban az 1. § tételének alkalmazasat taldljuk
Erp6s PAL egy problémdjdaval kapcesolatban. Legyen f(2)el(M,)

és legyen f(z) két gyoke kozt alulrol nézve mindeniitt konvex

(vagy konkdv), és ez a két gyok a és B. Akkor

le—8| < —13/”; (16)
hol Ern6s €s Turin bizonyitdsa szerint
tn < 16 (17)
miq az itt taldlt pontos érték szerint
’lzi_r_ri =92 (18)
' 1.8

a) Turin PAL bebizonyitotta a kivetkezé tételt: Ha az
n-edfoki, f(z) polinom dsszes gyokei a (—1, 1) szdamkizben fek-
szenek és ennek az intervallumnak valamely o pontjdban

[ f@)| =1, (19)
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akkor van olyan —1 <{ <1 pont, ahol

110 = %Vﬁ.

Legyenek u. i. az f(z) polinom gydkei z,, z,,.

1l =zn<..Ea=<1.

(20)

. T {

(21)

Valos z értékek mellett feltehetjiikk, hogy f(2) és derivaltjai

valosak.

Legyen el6szor a < z,, vagy a >z, azaz legyen a—z; elé-

jele minden %-re ugyanaz. Akkor

@] = f)]. IZ%

R R L
—2>___6 -

Legyen masodszor
2 < @< Zi41.

n
-3t
ifa—a] 2

%

i=1

(22)

(23)

A (2, 2i+1) szamkozben legyen |f(z)| maximuménak helye a,
akkor ll(a)l_g_ 1, s igy vele osztva a differencialhdanyados

abszolit értéke mindeniitt kisebbedik. Feltehetjiik tehat, hogy
a (2, 2i+1) szamkdozben
f@| < 1. (24)
Feltehetjiik azt is, hogy az (a— —2—.—, a,) szamkdzben
n
2
@] = 5 (25)
kiilonben ez intervallum egy £ pontjiban
T
ot < 1 I@=T(D] B e
= S o g A 26)

7

(23) és (25) alapjan latjuk, hogy zi < a —

Vn

<0< Zj41.
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Feltehetjiik, hogy az (a— 7:, a) szamkoz ¢ pontjaban
n
# 1
Ol=1g ™ @7
kiilonben |f”(2)| e kozben dlland6 eljeli, a maximumhely,
tehat
: fi@)=0 (28)
és
lf(a—— 1/_ 1—|Jf"(z)dz J'}‘"(z) dz >
o -7 (29)

Ismeretes, hogy
Lighess Z L
f () o AP

Ezt z szerint differenciéljuk a z={ helyen, ahol {-t (27)
definidlja :

FQr"O=1¢rl N\ 1 e g
G e Z; C—aF = Zl ¢ YRR
(30)-bol (25), (24) és (27) alapjan:

9
(= ( ) 2~ 36
IfOlz4 - (31)

2

g Dot

%3

Hasonléan kimutathatjuk, hogy van olyan a <z <a + ——=
1
pont, melyre |f(7)| = = V n.

1/_

TuriN bizonyitiasat befejeztiik. Eredményét a 4. §-ban a
kovetkezé fogalmazasban haszndljuk fel: Essenek az n-edfoki
f(z) polinom gyékei a (—1, +1) szamkézbe és legyen f(a)=0.
Akkor vannalk olyan ¢ és 3 pontok, hogy
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a——sc<a< <a+—
Vn : n’

1 : By 2,
10|z + V. |f@| @ |ro]|s+ Vn-lﬂa)l.
b) TurAn tétele nagysagrendileg pontos, de a kovetkez6kép
javithato :
I tétel. Essenck az n-edfoki f(z) polinom gyokei a (—1, +1)
szdmkizbe és legyen eqy —1 <a <+ 1 pontban |f(a)|= 1.

Alkor létezik olyan —1 < ¢ < + 1 pont, hogy
n=2, 3 esetén:

70 ;_—"21. (32 a)

pdros nz= 4 esetén (n =4, 6, 8,.

!f(’)l_l/Tl (1— gt ‘/‘+o . (320)

pdratlan n =5 esetén (n=>5, 7, 9,..

(n—i)ntf nt+1 (1_ 117—? )’%3(” % Elﬂ)%l:

=I/LZ+0(%). (320)

Tételimk mem javithato.
Bizonyitas. Keressiik azt a polinomot, mely a tétel feltételei-
nek megfelel és differencialhédnyadosinak maximuma a (—1, +1)

szamkozben a lehet6 legkisebb. Legyen egy tetszéleges m-edfoku
polinom, mely a feltételeknek megfelel, f(z). Legyen

2

') =

A, = max |f'(2) . (33)
—1_<___z§_1
Keressiik
hﬂ e m;.n Hn (34)

értékét. Tételtinket nyilvan igazoltuk, ha bebizonyitjuk, hogy

hn a (32a, b, c) alatt adott értékekkel egyenld.
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Vizsgéljuk meg, hogy H, minek a fiiggvénye! Az daltalanos-
sdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
fla) = 1. (35)
Legyenek f(z) = 0 egyenlet gydkei z,, z,,..., 2y, ahol
e, e Mot A e IR A (36)
A polinom alakja tehat
2—2,)(2—2y).+ (2—2y)
f(z) P ( 1 ( 2) ( n B

(a—2)(@a—2,)- . .(a—2p)

(37)
Keressiik tehat

hy=s min B las xl B 8

értékét, hol H,-t (33) hatdrozza meg. A minimum létezése
WEeIERsTRASS tételébdl kovetkezik.

El6szér be fogjuk bizonyitani, hogy H, kisebbithetd, kivéve
azokat az eseteket, mikor mindegyik gy6k abszolut értéke 1,
azaz a h, minimumot szolgaltaté polinom esetén

It=4  A=1,2,:.., 5 (38)

Azutan a megmaradt véges szam® polinom kozil kivalaszt-
juk azt, amelyik a minimumot szolgaltatja.

Feltehetjiik, hogy |f(#)| az |f(2)| maximuma a (—1, 1) szam-
kozben, kiilonben ezzel osztva I, értéke kisebbedik. Turix
bizonyitdsdahoz hasonloan kiilénvalasztjuk az [a|=1 és |a|=1
esetet.

Legyen el6szor |a| = 1. Ekkor (22) alapjéin | f’(a)lg—no)—-

n
Viszont az (L;—i) polinom a feltételeket kielégiti és erre H,

értéke —g— Ezt az esetet tehdt képviselheti a fenti polinom,

mely (38)-nak is megfelel.
Azzal az esettel kell tehdat foglalkoznunk, amikor létezik olyan

i > 2, melyre
Zig<a<z.

Az |f(a)| abszolit maximum ilyenkor helyi maximum is, tehat

f'(a) = 0. (39)

Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 5]
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TurAn tételének a bizonyitasandal lattuk, hogy |f'(2)| az «
hely kornyezetében nagy értéket vesz fel, mig az a helyen (39)
szerint értéke zérus. Tehat a-t6l jobbra és balra |f'(z)| a
(—1, 1) intervallumban bizonyos maximumig névekszik. Legyen
a-tol pl. balra { ennek a maximumnak a helye (—1 <{<1).
Valtoztassuk meg az [(z) polinomot f,(z)-re Ggy, hogy vala-
melyik belsé 2z, gyok helyett 2z';-t, @ helyett a'-t irunk és
fi(a')-vel osztunk. Itt @’ az |f,(z)] maximumédnak helye a (zi—, %)
szamkozben, s ezdltal egyértelmiien meg van hatdrozva. U. i.
(39) fennall: fi(a")=0 s RorLE tételével egyszertien beldthat-
juk, hogy ha a polinom gyékei valosak, barmely két gyoke kozt
a differencidlhdnyados egyszer és csak egyszer tlinik el. Legyen
|fi(2)|-nek az a' helytél balra esé els6 maximuma a (—1, 1)
kézben |[/({')|. Be fogjuk bizonyitani, hogy, amennyiben egy-
altaldn van f(2)-nek belsé gyoke, létezik olyan k, melyre

111 <], ba |z—a|>|2z—al, (40)

azaz, ha z; az @ helytél tavolodik. Tegyiik fel egy pillanatra,
hogy (40) mér igazolva van. Tévolitsuk el az a helytél balra
és jobbra a leheté legmesszebb az 6sszes gyokoket, azaz vigyiik
a —1 és -+1 pontokba, misltal az f,,(2) polinomot kapjuk. Ez a
(38) alatti tulajdonsdggal és a tétel feltételeivel rendelkezik és
(40) alapjan

[ Fm@) | < [F(D]. (41)

[ fm(C)| pedig |fm(2)| maximuma a (—1, a™) szamkozben,
amit konnyt belatni. Ha a balra sz6 helyett jobbra szét irunk,
a fenti gondolatmenet érvényben marad, ismét f,,(z) polinom-
hoz jutunk, de most az (a”, 1) szamkéz fog szerepelni. Igy
[fm(z)| maximuma a (—1, 1) szdmkézben kisebb |f'(z)| maxi-
mumanal, (40)-nel tehat (38)-at is igazoljuk. (40)-et pedig be-
bizonyitottuk, ha megmutatjuk, hogy amennyiben van belsé
gyok, akkor van koztilk olyan, melyre

M{>O ha z. <a

4
Az <0 ha zs>0 (42)
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LATAGIE IC{Z(OI értéket,
mely létezik, mert f'({)= 0. Ha a polinom z; gyokét megval-
toztatom, az a és a { pont helye is viltozik, tehdt

alf@l _ alf@l , 3@l da , of'Q &
g by v e rtde oo sles s R Lo

egyenlGtlenség érvényes. E célbol kiszamitjuk a

+

A két utols6d tagrol kimutatjuk, hogy zérus. 3: véges érték,
e

mert a polinom gyokével derivdltjdanak a gyéke differencidalhatoan
valtozik. Tovabba

Rz =2 elt=2) N 3

rQ= (@—2z)(a—2,)...(a—2y) - —z’ i
és igy
alf ' '
| ZLOL| = @) 1] = 0 5)
a (39) egyenlet felhasznaldsaval.
Ha —1<¢<1, [f'(]| helyi maximum, tehat
") =0. (46)
if_ a fentiekhez hasonléan létezik és
de :
6 . "
LB = 11 =o. 1)

Ha || =1, akkor d{=0 ["(z) gytkeinek azonos elrendezé-
dése folytan, amit koénnyt igazolni. Ha pedig d{=0, akkor
(43)-ban az utols6 tag nem szerepel.

6 ’
Hatra van | ng) kiszamitisa. Tekintve, hogy f'({) 0

esetén

M@l b I
Q| 9z ') o0z’

tehat
alf'@l _ 9lf'Q] _
dzy 92
By 1 1 s i 1

1533
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Ezeknek a szamitdsoknak a birtokiban (42)-t réviden igazol-
hatjuk. Legyen

HE S 1 (e
A= Ty e e €—z)*f'(© L

Errél kell kimutatnunk, hogy megfelel6 elGjelti. Legyen 2z < a.

Ha a (49) alatti kifejezést z; figgvényeként fogjuk fel, lit-

juk, hogy a z; = a helyen eldjelet valt, mert ott az tag

a—2x
domindl. Kérdés, hogy hol valt még h(z,) eldjelet? Rovid at-
alakitassal

ha) = s (5 + -0 =), (50)
Innen latjuk, hogy h(zx) az a helyen kiviil csak egy pontban,
az x,-sal jelzett pontban valtoztat eldjelet. Ha z, >a, h(zx)
nem valtoztat elgjelet a (—1, @) kozben, tehdt mindeniitt pozitiv,
mert az a pont koézelében az intervallum szélén pozitiv. Ilyen-
kor az Osszes 2; < a gyokre igaz (40). Ha pedig x, < a, akkor
minden az (z, a) intervallumba esé gyok megfelel (40)-nek.
Az bsszes tobbi gyokre h(2;) < 0. Ha tehit az (x, @) k6zbe nem
esne gyoke f(z)nek, akkor minden k-ra h(z;) <O lenne, tehat

o<2h(zk)—2(a = ‘c—lzk +;,((%- (c_lzk)z)=

k=1 k=
_I@ _fQ . @ OO _,
fay IO T ey |

ha [{| == 1, (39) és (43) alapjan. Ez elienmondés. |{| ¥+ 1 esetén
tehat van olyan gyok, mely a-ndl kisebb és (40)-nek megfelel.
Ha |{| =1, linedris helyettesitéssel elérhetjiik, hogy z, = — 1,
2, = -+ 1 legyen, s kozben a differenciilhdnyados kisebbedik.
Feltehetjiik tehat, hogy ilyenkor f({)= 0, viszont f'({) 4 0, tehat
azt kell igazolnunk, hogy a > z; esetén:

1
—— ! o 0,
a— 2y ¢ — 2k
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ami {= — 1 < z; esetén evidens, {= -+ 1 esetén kénnyen iga-
zolhatd, mert a—z, < 1—2.

zx>a esetén a bizonyitas analog. Ilyenkor azt kell igazolnunk,
hogy van olyan 1> z.> a, melyre h(z) <0.

(40)-et és vele (38)-at tehat igazoltuk. Azok a polinomok
tehdt, amelyek h, értéket szolgaltathatjak, (38), (37) és (39)
alapjan :

nﬂv
1) =~y (12 (A +-ap—- (51)

(k=0, 1, 2,..., n)

Az fi(z) és fn—i(2) polinomok egymas tiikorképei, elégséges,
tehat a k < g— esetekkel foglalkoznunk. Jel6ljik az (51)-b6l (33)
- alapjan adodo értéket H,(k)-val, akkor H,(0)= —Qn—, s Hy(1)=

= %, tehat n=2, 3 esetén h,= —721, ami éppen (32 a).

k=2 esetén [fi(z)| két maximumot vesz fel a (—1, 1) szam-
kozben, jeloljiik ezeket Hy(k) és Hy(k)-val. De Hy,(k) = Hy(n—Fk) és

Hy(k) =

T3y <n—ﬁ2>k<n—k) (1 i V;T?%)(i i l/(n—/.c_infﬁ)n_k—f

Piros m esetén eljarasunk a kovetkezo : nyilvan

Ho(k) > v Hu(k) Hy(k) =

n ne 1 ( 1 1 )k—i(l 1 )n—k—l
e —2_‘/(72—1)”_1' kn—k)\" & - n—k :
De
T G 4
kn—k) = n*’
1 \k—1 1 \n—k—1
és ha vizsgdljuk a g(k)= (1— 7) (1— m) fiiggvényt

a (2,—3’—) intervallumban, ott ¢'(k) <O, tehat

A e

.
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Vagyis
n Nn— n—2
H, k) > n(n—2)—2 g "__( N )T=
b (n—1)yr—1pn—2 Vn—l 3 n—1
n
= B(G)-

(32 b) tehat be van bizonyitva, ha n > 4 esetén

H,0) = H(5 ),

vagyis ha

s Nt ey (1 S )1‘2:?
2 = ¢n—1 n—1 :
ami igaz.
(32 ¢) igazoldsa hasonloan, de joval bonyolultabb szdmitas alap-

jan torténhet. Be lehet bizonyitani, hogy _d_}cIl,;c@ <0, ha k=2,
1

és hogy H, (—”L_Q——) > H, (n—;i) Ezek igazolisa nem sziiksé-

ges, igy az I. tétel bizonyitasat befejeztiik.

2. §

@) Tekintsiik a komplex szamsik azon ellipszisét, melynek
nagytengelye a (—1, +1), kistengelye a (—ai, at) intervallum
(0 <a<1). Legyen ezen ellipszis belsé és hatarpontjainak
Osszessége: & és keriiletének egy pontja 2, Akkor érvényes a
kovetkezo

II. tétel. Hu f(2) m-edfokii polinom gydkei & zdrt tarto-
mdnyba esnek, akkor

[['(z) [= QVHaz_!zO'elf(zo)lg 5 11| (52)

A bizonyitashan az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehet-
jik, hogy
f(z) =1.
Két bizonyitast is adunk.
Vizsgaljuk a

20 =er{ 5% e+ 1522 3
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fiiggvényt. Ez a |{| =1 egységkort & keriiletére képezi le

és ott
d

=Y 1+a®—[z]? (54)

amiket egyszerli szamitassal igazolhatunk. A g({) = f(z(()) fiigg-
vényt fogjuk az egységkéron vizsgialni. (52) és (54) alapjan azt
kell bebizonyitanunk, hogy

n.a

19 = ——

hol {, az egységkoron a z;-nak megfelelé pont. (53)-ban vilasz-
szuk meg ¢-t ugy, hogy ¢, =1 legyen. (53) alapjin

w0 == Tt el ttond
tehat ¢({)¢" egy 2 mn-edfoku pohnom Gyokel paronként adod-
nak a
e +a 1—a _!_) :
zk—e¢( S e Sy (55)
(=1; 25 v e5n)

masodfokit egyenletbél, hol 2z, az [(z) =0 egyenlet gyoke.
Jeloljiik f(£) = 0 gyokeit paronként : és {i-val, akkor

! FoLr 2Zk - 1ot t—a
~.k+5c—————e,-,,,(1+a) : Cksk—_1+aa (56)
tehat
(90 ¢")i- 1=J'(1)+n—2( Lt ) =
_n+a; I_e_ka
vagyis

sl WO b R |
g0z e MR 2 0.3

k=1

v

1 1
~ ‘»: 1 ; P S A A
mert z;ed, és 1gy|zkls1,R(1 - "sz) 3

7 R(z) jelenti z valos részét.

S k)
T et 4

§a -t
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Ezzel a II. tétel igazolasat befejeztiik. a =1, vagyis kér
esetén TurAx (10) alatti eredménye kovetkezik tételiinkhol.
TurAn bizonyitdsa inkédbb a kivetkezé madsodik bizonyitdshoz
hasonlit.

b) f(zy) =1 esetén:

n
4 Py
e B S

ha megfelelden valasztott ¢ mellett £ =1, 2,..., n-re:

[z

>n.a_' 1
=2 )

el a 1 X%
R(zo—zk) RS Emre 67)
Legyen ¢ a 2, pontban &-hez hiizott normélis és a valos tengely
pozitiv irdnya dltal bezart szog. Ez esetben (57) baloldala nem
negativ, tehat kisebbedik, ha 2, a 2z—z, vektor irdnydban
mozog, elégséges tehat arra az esetre szoritkoznunk, amikor
2 az & keriiletére esik. Igy feltehetjiik, hogy

%

Z, =C0s @ + %@ sina, 2= cos 3 ta sin S. (58)

Az ellipszis paraméteres elédllitasabol viszont kévetkezik, hogy
a 2, pontban huzott normdlis irdnytangense:

tga ;

tge = (59)
a-+1b ac—+bd A A
gy R( c:}'——i ¥ )= c,__:: g2 lapjin (58) és (59)-cel:

R( e ) __cosg(cos a —cos B)+asing(sin a —sin 8)
i} (cos @ — cos ) + a®(sin a — sin fB)® Tk
cos @ cos g

=
2 cos a(a9-|-(1_a2) sin® a‘g*‘/”) 2 cos «

Ro— 2k

S tehat

Viszont (59) alapjan cos ¢ =
1/ a*+tg’a

( e'r ) > a oo a
Z—%/ = 2/ a® cos®a+sina  2Y1+a*— [z,|®
s ez éppen (57).
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¢) Végezetiil be fogjuk bizonyitani, =7 l/_
esetekben nagysagrendileg pontos. Ha a éT;/'_;z_’ az 1. § bizo-
nyitdsaihoz hasonléan kimutathatjuk, hogy, ha f(z)eE(5),

max | (2)] |
%m =+ Vn,

ze

s ez nagysagrendileg szintén pontos. Ezt tartalmazza a III. tétel:

ITI. tétel. Ha [(z) m-edfoki polinom qyokei & belsejébe
esnek és & eqy z, pontjdban |f(z)| =1, akkor & keriletén
van eqy olyan { pont, hogy

s A
IFOlzmx (%2, Tvn =22+ Lm0

viszont van olyan [,(z) polinom, melyre a fenti feltételek tel-
jesiilnek és & pontjaira

)] < T?W(m £y 1)

amt a (60) alatt adott érték 42-szeresénél kisebb.

(60) bizonyitdsa az el6zék alapjin torténhet, felhasznélva azt,
hogy regularis fiiggvény a komplex tartomdny szélén veszi fel
abszolut értékének maximumat. z,-rél tehat feltehetjiik, hogy
& keriiletére esik.

(61) igazolasinal is elégséges ]f’(z)]-ét & keriiletén vizs-
galni. Legyen el6szor n=2m piros és m = 2. Ha n=2, 3, akkor

(l-é-z) is megfelel. Legyen
O T 8
f],(z) e (1+a2)m ’
mely a feltételeket kielégiti. & keriiletén

na ﬁ
@< 1+a2 T l/_ 1+a2 <ire tiga @
ami (61)-nél tobbet mond ki.

(62)

" 1 v
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74 EROD JANOS.
Paratlan 7 = 2m+1 esetén pedig legyen

(1 —2"(1+2)

Mo = i (64)
e e —Zz)m) :
V1+a? ((1 +afm - (tad)n
Ilyenkor

el = 2)3( a+1n)

3. §.

Megvizsgiljuk TuriAN probléméajaval kapesolatban azt a kér-
dést, hogy a 2. § b)-ben haszndlt médszert milyen M tartoméa-
nyokra alkalmazhatjuk.

Vizsgiljuk meg e célbol, hogy mi a 2. § b)-nek a gondolat-
menete. Legyen adva valamely tetszéleges zart M tartomdny
és egy n-edfokG f(z) polinom, melynek gyokei az M tarto-
méanyba esnek és ennek bizonyos z, keriileti pontjdban legyen

|f(zy)| = 1. Akkor
o o
7 217,

komplex szamokat vektoroknak is tekinthetjiik.

|

Az

Zi—2,
A 2. §. b) leglényegesebb gondolata, hogy van egy olyan irany,
hogy a fenti vektoroknak ebbe az irinyba esé vetiiletei egy-
iranytak és egy ¢, pozitiv allandéndl nagyobbak. Ha ezt iga-
zoljuk, bebizonyitottuk, hogy

1f'(z0) | = ¢4, (65)

hol ¢, >0 csak az M tartomdnytol fiigg.

Ahhoz, hogy a fenti értelmi irdny M minden keriileti pontja-
ban létezzék, sziikséges, hogy M konvex tartomdny vagy konvex
gorbe legyen. Ez az iriny a z, pontban hizott normdlis vagy
cstes esetén barmely a csticson és a tartomdnyon dthalado
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egyenes. Ha ezzel az irdnnyal 2,—2z az a szoget zirja be,

L vetilete ]c°_s -

0

| - Keressiik tehat z, keriileti pontokra
0

. cos a

min ——— =0,

20 2 |32
értéket. Azt kell igazolnunk, hogy ¢,> 0. Konvex tartoma-
nyokra ¢,> 0. A ¢, =0 esetben cos a =0, azaz 2 a z, pontban
htizott- érint6 egy pontja. Tegyiik fel, hogy M hatarvonala sehol
sem egyenes, akkor cosa=0 esetén z—2z, az M hatar-
gorbéjén. Ha ¢ a 2z, pontbeli gorbiileti kor sugara, ¢ értelme-

- 1
zése alapjin %o 2| —p, tehdt Tcﬁa——»?- Ha tehat M

y o ey
konvex tartomdny hatargérbéjén a cstesoktol eltekintve a gor-
biileti sugdr létezik és korlatos, érvényes ra (65).

A fenti feltételeket sztikithetjiik. Tegyiik fel, hogy M konvex
tartomdnyra (65) nem érvényes, azaz van K(M)nek n-edfoku

polinomja, melyre zeM esetén
'@ < ¢,

hol ¢ > 0 tetszéleges, n > N(e).

Tegyiik fel, hogy M tartomanyban |f(z)| maximumit a z,
pontban veszi fel. Ha 2, pontban a gorbiileti sugar létezik, és
véges, vagy a 2, pont olyan cstecs, hogy az érinték hajlds-
szogének kiilonbsége m-nél kisebb, akkor az el6z6k szerint van
olyan n-t6l fiiggetlen ¢’ szdm, hogy

') = ¢ -n.

Legyen z, pontban M hatira egyenes és
[(2)=a I]1 (z2—2),
i=
akkor |f(z) | maximum volta miatt zeM-re:

n n
I | z,—2] _Z_.IZ | z—2zl. (66)
i=

i=1

r
-l
\

1
:
3
o
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76 EROD JANOS.

Az M tartomanyrol feltételezziik, hogy van olyan 2z pontja,
melyre |2 — z,|> 1, viszont minden 2z pontjira |z2—z,| <1+
-+ dy, hol 0, > 0-r6l késébb diszpondlunk. Ezt az dltalinossag
megszoritdsa nélkil feltehetjik, mert ha egy tartomanyra (65)
érvényes, akkor ez megfeleléen viltoztatott c-vel a hozza hason-
lokra is igaz, amit linedaris transzformécioval igazolhatunk.

Legyen a nagyobb, mint a 2z, pontban M-et hatirol6 egyenes-
darab hossza. Ha (65) M-re nem érvényes, akkor legaldbb

—;’— gyok a |2,—z| < a kor belsejébe esik, killonben 7 (1— %)
2 cos a s

gyokre a fentebb targyalt
I 2—2, I

>c"” és igy

| a2 e (1= 5.

0, > 1 értékrél is késébb hatarozunk.

n

Az 2,

gyokre Izo_zil < a, a tobbire | zo—zil <1+ 8,, tehat
/ = 2 5=
gl ZO—Z,,-I‘< ade (14 31) 0y 8 (67)

Ismeretes CseBisev® kovetkezé tétele:
Legyen ¢ (z) n-edfokit polinom, melyben z" egyiitthatdja 1.
Alkor a fiiggvény abszolut értélénel maximuma a —1 <z<1

intervallumban legaldbb is %, azaz
_lrfn__% 90| = G

Az egyenl6ség csak a CseBisev polinomra dll fenn.
A |z,—z| =1 kér sugarai kozt van olyan, mely M-ben fek-
szik, ennek tehat van olyan z,t6l kiilénb6z6 z pontja, hogy

ﬁ |2—2| = 44 (68)
i=1

8 G, Fager: Uber Tschebyscheffsche Polynome. Journal fir die reine
und angew. Math. 150 (1919); 79—106.
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(66), (67) és (68) alapjian
ad—': (1 +31)‘:;T(6|_1) ;41—71,

5
(140,01

a

v

= A. (69)

Ha a > g %), megvalaszthato hozza 0, >0 és 5,>1
gy, hogy a <A legyen. Ez (69)-cel ellenmondés. Tehdt a
fentieket Osszefoglalva, mivel itt csak azt hasznaltuk fel, hogy
van 1-nél hosszabb koéz a halmazban, érvényes a kovetkezo:

IV. tétel. Legyen adva egy Fkorldtos, zdrt Jorpan-ivekkel
hatdrolt konvex M ponthalmaz, mely

vagy eqy olyan gorbével azonos, melynek gorbilete létezik
és sehol sem zérus,

vaqgy eqy olyan tartomdnnyal, melynek hatdra sehol sem
olyan egyenesdarab, wmelynel: hossza az dimérd negyedrésze
lenme, vagy anndl is hosszabb.

Essenek az f(z) n-edfoku polinom gyikei M tartomdnyba és
vegye fel ott |f(z)| maximumdt a z, pontban.

Akkor létezik olyan ¢ > 0 csupdn M-til fiuggd dllando, hogy

['(z0) | > com. | f(2)) |
Ezt az eredményt Faser® tételével tehetjiik pontosabbd. Ha
z=¢(x) az |x| =1r kort M hatargorbéjébe viszi at, & = oo-t
pedig nyujtas nélkil a kezdépontba, eléfordulhat olyan egyenes-

darab, melynek hossza: a < %

4. §.

a) Erpés PiL a kovetkezd kérdést vizsgalta :
Legyenek f(z) n-edfokii polinom gyékei 2,, 2,--., Zn, €8

=12, <5< =% =1

Legyen a polinom a (2;—, ;) kézben mindeniitt alulrél nézve

konvex (konkéav). Kérdés, hogy mit tudunk akkor a két gyok
tavolsagarol kimondani.
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Erpés és téle fiiggetleniill TurAn kimutatta, hogy a fenti

feltételek mellett

2i—2i < 408 . (70)

Vn
Bizonyitdsunk a kévetkezé: Legyen f'(2) =0 egyenletnek a
(2Zi—1, 2i) kozbe es6 gyoke a. Akkor TurAn tétele szerint (1. § a.)
van olyan { pont, hogy

0<a—C§—2; és IOz 5 Valf@l. @

Viszont a konvexitas azt jelenti, hogy |f'(2)| monoton csok-
ken z;—4 és a kozt, tehat ha 2, 4 <2 <(:

@) = 5 V7| f@].
4 ¢ ¢
1fQ—fE0|=1fQ |=| [ f@dz| = [ |f'(a)|dz =

Zi-1 %i-1

= €—2zi): %Vﬁ-lf(a)l :

masrészt |f({)| < |f(a)], tehdt

2 < '—‘/6% : (72)

(71) és (72) alapjan
8
a— Zj—1 é 71—17,
hasonloan zi—a < —§—, tehat

Vn

— ‘ Q. e. d.

b) Az elébbi tétel javithato. Ebben az iranyban elért pontos
eredmény a kovetkez6 :

V. tétel. Az eldzd feltételek mellett

a) pdros n esetén

2
iR £ e

1/2n—3_’

(73 @)
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b) pdratlan n = 3 esetén

2 3 1/??;2——27’& - (73 b)
Y 2n—3 n—1

2i—2i— =

A tétel nem jawithato.
Bizonyitdsunk el6tt egy segédtétel helyességét mutatjuk ki.
Segédtétel. Legyenek [(z)=0 n-edfokli egyenlet gydkei:
2 S < <2 ['(2) =0 gyokei pedig x, <u,<+ < Tna
Ezek nyilvan z,, 2,,...2, fiiggvényei, azaz
g = 4By Tgssin Im)e (74)

Kimutatjuk, hogy

n—2 - dx; i=1,92,...,n—2
” édzkgo(kzl’%._”n ) (75)
és % : f
g i (x) g .).
dze (2, — 2" (@) (xi—zk f'(:) (76)

Bizonyitds. Elészor (75)-6t igazoljuk. Ha bebizonyitjuk, hogy

dxi
. =0, (77)

akkor (75) igaz, mert a polinomok egytutthatoi és gyokei kozt
fennallo Osszefiiggés alapjin

zl+z2+.. . +zn= %7—2_—2— (x1+x2+ s +xn—2),

honnan
n

de; _n—2

h T
s dzk

(78)

(78) baloldaldn csupa nem-negativ tag all, tehat barmelyik tag
kisebb az Osszegnél.

(77) pedig azt mondja ki, hogy ha a polinom egyik gyokét
megvaltoztatom, a masodik differencidlhanyados barmelyik gyoke
szintén abba az irdanyba mozdul el. Nyilvan elég ezt azzal a
valtoztatdssal igazolni, hogy a masodik differencidlhanyados
helyett az elsét vessziik. Az elsé differencidlhanyados gyokeit
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n

}-_Y 1
a i 0 egyenlet szolgaltatja. Ebben egy 2z; megvilto-
i=1 ;

zik. De

a z; valtozot tekintve monoton novekvé fiiggvény,
i n

e
s ebbd6l mar kovetkezik, hogyz —z-—_I——; = 0 gyoke 2; elmozdu-
i=1 A

lasdnak irdnyaba mozdul el. Természetes, hogy ez a gondolat-
menet csak akkor érvényes, ha minden gyok valos.

(76) igazolasa egyszerii szamitds alapjan torténhet.

Ezek utdn attériink tételiink bizonyitdsédra. Keresni fogjuk
azt az m-edfokt polinomot, mely a feltételeknek megfelel és a
lehetd leghosszabb olyan (zi—, 2i) kozzel rendelkezik, hol a poli-
nom alulrél nézve konvex, vagyis ["(z) = 0.

‘Elészér azt bizonyitjuk be, hogy abba az intervallumba nem
eshet a polinomnak gyéke, ahol konvex alulrél nézve. Legyen
u. i. az intervallum (2;, 2), akkor azt éllitjuk, hogy f"(z) > O,
ha z; <z <z. Ha u. i egy helyen f"({)=0, ott kétszeres
gyok van legaldbb. Viszont f(2) minden gydke valos, tehat
['(z)-nek barmely két gyoke kozé esik f(z)-nek gyoke, k-szoros
gyok helyén f(2)-nek k + 1-szeres gyoke van. Igy ha ¢ az f"(2)
legkisebb gyoke a (2, zx) koéz Dbelsejében, f({) =0 lesz és
f'© =0. De f(z) =f() =0 miatt RoLLe tételével f'(z) eltiinik
a z; <7 <{ helyen, f'(») =[f'({) = 0 miatt pedig f"(¢)=0, hol
p < &< De ez ellenmondisban van azzal, hogy ["(2)-nek
nincs gyoke a (z;, §) kozben. E miatt z; és 2 kozé nem esik
["(z)-nek és igy [(z)-nek sem gyéke, maguk a 2z; és 2 helyek
nem lehetnek tébbszorés gyokok, mert kiilonben RoLie tétele
alapjan f"(z)-nek is volna gybke 2; és 2z kozott. © és k egymds
utdn kovetkezé két szam, jeloljik i—1, d-vel.

Tegyiik fel, hogy f(z) alulrél nézve konvex a (2,1, 2) koz-
ben és vizsgiljuk meg, hogy ez az intervallum mikor nagyit-
~hato. Nyilvdin, ha f(2) gyokeit ugy tudjuk valtoztatni, hogy
Zi—2Zi— nagyobbodik és f"(2) = 0, ha 2z, < 2 < 2;. Kimutat-
hatjuk el6szér, hogy fenti értelmt viltozds létezik, kivéve azt
az esetet, mikor minden gyok z;—i, 2; kivételével a —1 és 1
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pontokba esik, tovabba [“(zi—1) =0 (kivéve ha %= 2, mikor

z,=—1) és f"(z) =0 (kivéve, ha ¢ =n, amikor 2z, = 1).
Legyen el6szor 4 = 2. Linedris transzformacioval elérhetjiik,
hogy z, = — 1, 2, =1 legyen, s kozben (z,, z,) nem kisebbedik

a konvexitds is megmarad, tehat 2, <,. Vigyik az osszes
gyokoket: z, z,,..., 2t a +1 pontba, (77) alapjain =, nove-
kedni fog, a konvexitis megmarad, 2z, <, lesz. Ezutan z,-t
addig noéveljik, mig 2z, = x; nem lesz, mialtal (z,, 2,) nyilvin
nagyobbodik. Polinomunk most méar megfelel az el6z6 bekezdés-
ben kitizott célnak. i = n esetén az eljaris analog.
Ezutan tegyiik fel, hogy 3 <i<mn — 1. Be fogjuk elészor
bizonyitani, hogy a
Zi—1 = Lj—g, 2 = Xj— (79)
esetet kivéve az intervallum névelheté. Az intervallumba nem
esik gyok, s igy feltehetjik RoLLE tételének segitségével, hogy

Lig < 21 < 2; £ Ti—1.

Ha mindkét oldalon az egyenlétlenség &ll fenn, akkor z;—;-et
kisebbithetjiik, mig valahol az egyenléség be nem kéveikezik.

Ha pedig pl. Xp-2 == Bpo1 o UK By, (80)

akkor a 2.1 gyokot kisebbitjiik, ezaltal (77) miatt ;s is kiseb-
bedik, tehat az el6bbi eset fog bekdvetkezni és az intervallum
novelhetd.

Tegyiik fel, hogy legalabb két kiilonb6zé olyan hely van
Zi—1 és z-t kivéve (—1, +1) belsejében, hol [(2) eltiinik.
Akkor ezeknek a gyokoknek megfeleld eltolasaval elérhetjik,
hogy (80) fenndlljon, azaz a (2;—1, 2;) kozt novelhetjiik. Jeloljik
u. i. @ és b-vel f(2) két ilyen gyokét. Ezeket a gyokoket mind-
két iranyban mozgathatjuk. Végezzink az a gyokkel c-szer
akkora elmozdulist, mint a b-vel, hol ¢-r6l késébb diszpona-
lunk, akkor (76)-tal

dx;_9 4 2f '(2ci—a) { C -1 }
do [T | (@ig—a) | @i—a—b)®
dzxia - ') { c i 1 |
doe —  [M@iz) | (@i—1—a)? (@i_1—b)® |
Matematikai és Fizikai Lapok. XLVI. 6
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S I : 12 PR MR o F
Nyilvin megvalaszthato ¢ értéke ugy, hogy e
dxi—g 2f'(xi—g)

kiilonbozo elgjeli legyen. U. i. 7 > 0 miatt — (2 >0,

Af' (s ik o NS | eE T
ugyanigy — ;,f,‘,((,i:i; > 0. Igyhaca (—— Ei:i_zzg - E;c::_;gz)
szamkozbe esik, a két kifejezés ellenkezé eldjeli. Ez az inter-
vallum nem zérus hosszusagu. a-t megfelelé irinyba mozgatva
tehat (80) esetre jutnank, Azaz a (2i—1, 2i) szdmkoéz novelheto
lenne.

Feltehetjiik tehdat, hogy a polinom a (—1, +1) szamkoz
belsejében legfeljebb hdarom helyen tinik el. Az altaldnos-
sdg megszoritdsa nélkil feltehetjiik, hogy ezek a helyek:
2i-1 <2 <Ziy1. Ha t+1=mn, ismét elérhetjik a linedris
transzformacio felhasznaldsaval, hogy 2z, = -+ 1 legyen, s koz-
ben (z;1, 2;) novekszik. Részeélunkat tehdat ekkor elértiik.
1t <n — 2 esetén pedig eljarasunk az el6bbihez analog.

Tehat bebizonyitottuk, hogy feladatunkkal kapesolatban elég-
séges azokat a polinomokat vizsgialni, melyek alakja:

f'(®)=@G+ 1)(z — a)(z—1)"2,

ahol - (81)
fl@)=0; —1<a<l,

és
f(2) = (z + 1)1(z—a)(z—D)(z + 1*1;
k=2, 8,..., n—2),

ahol (82)

A =7"b)=0; ~t<<a<b<l.

(81)-ben a konvex intervallum hossza :

S,
(82)-ben pedig
B= o= 4 4 (2k—n)?

Mm—3 (m—1)22n—3)

Utobbi akkor a legnagyobb, ha (2k—mn)* a legkisebb. Innen a

tétel mar egyszertien kiolvashato. -
Eréd Jdnos.
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UBER DIE UNTERE GRENZE DES MAXIMUMS
VON GEWISSEN POLYNOMEN.

Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem Gebiete
M hat. Als Umkehrung bekannter Fragestellungen von A. MAgrxkorr,?
M. Riesz,® Szea6® stellte Turdn das Problem auf: was kénnen wir iiber

- s )
min W = hn (M)
aussagen ?

Vorliegende Arbeit enthilt den Beweis folgender Siitze.
§ 1. Ist M, das Intervall (—1, 1), so ist

ho( M) = l/—% L0 (#) :

§ 2. Ist M, die Ellipse mit den Achsen (—I, 1); (—ai, ai),
so gilt :
na 1 _—
hn(My) =5 und (M) = —= V.

§ 3. Ist M ein beliebiges konvexes Gebiet, dessen Grenze keine
gerade Strecke enthilt, so ist

hn(M) = ¢ . n,

wo ¢ eine positive Konstante bedeutet, die nur von M, nicht aber von
n abhingt. _

§ 4. Sei f(z) ein Polynom vom Grade n, das alle Wurzeln in dem
Intervall (—1, 1) hat. Ist f(z) zwischen den beiden Nullstellen @ und
b konvex, so gilt fiir gerades 7n:

2
=L e
R dl e

und fiir ungerades n:

2 : V n>—2n !
¥V 2n—3 n—I1

Dieser Satz spricht die Verschirfung eines Resultates von Erpds und
TurAN aus.

la—b|<

Johann Erdid.
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